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Estructuragrafica

El Texto del Estudiante Matematica 2° medio estd organizado en cuatro unidades. En cada una podras encontrar

lo siguiente:

Inicio de unidad

® Nombre y ndmero
de unidad
Se relaciona con
el eje temadtico
que se desarrollara
en la unidad.

=

Unidad

j Seccion inicial motivadora

Se relaciona con los
Objetivos de Aprendizaje
Transversales (OAT)

y con las Actitudes

e \ del nivel.

briimees Ne—m
Habilidades del siglo XXI

Se desarrollan para
que lasy los jévenes

habiten integralmente
en la sociedad
del conocimiento.

i

kl Conocimientos

previos
‘J Se relacionan con
= BDA (Banco Digital de Actividades) BE2) los contenidos de cursos
Articulacion con el BDA para reforzar, ejercitar, profundizar, anteriores que seran

complementar, afianzar e integrar Lo

s nuevos aprendizajes. utilizados para impulsar
el desarrollo de los

nuevos aprendizajes.

Al inicio de cada leccién se proponen temas que invitan a la reflexién y motivan a aprender los contenidos que se
verdn a continuacién. Son, ademads, una instancia para reconocer ideas previas que servirdn para un aprendizaje

integral de la matemadtica.

® Nombre y nimero de leccién

Potenciasy raices

L E Potencias, raicesy logaritmos

® Formalizacion

Enunciados y sintesis de conceptos
relevantes para el aprendizaje. Puede
guiar el modelamiento o ubicarse
después de la etapa exploratoria.

® Ejemplos
/ Ejemplos y modelamientos
explicados paso a paso para

resolver problemas y responder
a requerimientos variados.

.__——— mPreguntas motivadoras
Preguntas individuales y grupales para

flljl

estimular la reflexion y la comprension
de Los nuevos conocimientos y habilidades.



® Pueblos Originarios

Contextos que promueven
el respeto y la valoracién de
la diversidad que representan

@ Educacion ambiental

Contextos que fomentan el
desarrollo de habitos que
contribuyen al cuidado del

® |nterdisciplinariedad

Interrelaciones que conectan
los nuevos aprendizajes con
los contenidos y habilidades

Llos Pueblos Originarios. medioambiente y al respeto

por todos Los seres vivos.

de otras asignaturas para lograr
su comprension integral.

Combinaciones am.J

Operaciones con nimeros reales

AA Aa aA aa

® Instancia metacognitiva al final de
cada leccién que invita a reflexionar
sobre el propio aprendizaje, sus
dificultades y su uso en la sociedad.

= Sintesis

Seccidn al final de cada unidad que destaca los conocimientos,
habilidades, actitudes y Objetivos de Aprendizaje Transversales (OAT)
desarrollados, y propone preguntas para fomentar la metacognicion.

j sintesisdeUnidad 1 Nimeros

cclén 1« Nimeros reales (R)

——
Paginasfinales | Lo}
Glosario n Bibliografia

Sitios web i Anexo

= Glosario | Sitios web | Bibliografia | Anexo

Secciones con la definicién de algunos
de los conceptos basicos trabajados,
con Los sitios web que puedes visitar
y con los libros que puedes consultar.

En el Anexo se presentan las
respuestas a las preguntas
motivadoras que se proponen a Lo
largo del texto.

Estructura gréfica




» W EY

Nuameros

Leccionl

NGmMeros reales (R)......ccooceueeeeeeerereeerereneeeesennns 8
NUmeros reales en el entorno......ccoeeeeeeveevrveeverernnnes 8
RATCES ...t 12
Aproximacion y representacion

de NUMEr0S MEALES......ceveeeeeeieeereiee et 24
Operaciones con NUMEros reales.......c..o.eeeevneee 28
Leccion 2

Potencias, raices y Logaritmos...........ccccceeeevevenee. 32
POtENCIAS Y TAICES cevvevvereverieieieieieieie s 32
LOGATIEMOS vttt 36
Sintesis de Unidad 1 « NGmeros.......c.ccccvveevneee. 48

2d Unidad2

Leccionl

FUNCion cuadratica ........cococeeereecueveeeenereneeesesennns 52
Ecuacion cuadratiCa......ccoeeeeeverveeveeveeeeeieseesieeesenees 52
Funcion cuadrdtica y su grafica.........cceeeeeevercrennee. 60
Desplazamientos de la grafica......ccccoeeeeeerrerrrrennnes 68
Leccion 2

FUNCION INVEISA....cceceeveeececeeeesceieseeee e 72
Concepto de funcién iINVErsa .......c.cceeeeeeeveeveveeueennne. 72

Condiciones para que una funcion
TENGA INVETSA..euiieiieeieieieieieieieeeireee et 76

Inversas de las funciones lineal, afin y cuadrética.. 80

Sintesis de Unidad 2 « Algebra y funciones....... 88



» Unidad3

Geometria 90

Leccionl

Razones trigonoMELriCas .........coceeevereeereuererenenes 92
Razones trigonométricas en nuestro entorno....... 92
Valores de las razones trigonomeétricas................ 100
Leccion 2

Aplicaciones de

Las razones trigonoMELricas .........cceeveeuerrvnunns 108
Angulos de elevacion y depresion...........coo....... 108
Descomposicion VECTOTial . ...cvceevreererieeeeieeerriees 112
Resolucién de problemas ........cccceeeeveveverreeerennennnes 116
Sintesis de Unidad 3 * Geometria..ccceessseessenees 122

%4 Unidad 4
Probabilidad y estadistica

Leccionl
TECNICAS A€ CONLEO ...uveveereernerenereeerenerenaesenaes 126
Permutaciones y variaCiones .........ceceeeeeereverenrenens 126
COMDBINACIONES ..ot 134
Leccion 2
Célculo de probabilidades............ccceoeerererevnenenees 140
Probabilidades y @zar .......ccceveveireeineceneinieienns 140
Probabilidades en la sociedad.......coccveueeverricunenee 148
Sintesis de Unidad 4 * Probabilidad
Y €STAdISLICA covnvnereereessssssnnnnssssssssssnnnssnsssne 156
DD GLOSANIO ...cceeceneiirnnercrnnnessanssssnssssansossassosans 158
SitiosWeb........ccccevvueiiirniiiiiniiineinisnensnnnnes 160
Bibliografia.......cccccecevneeeeccrneneccscnnaecssnnanees 161
ANEXO ...oeveiieirneriesssanrnsssssnnsssssssssssssansssssns 162

Indice i



Unidad

Velocidad orbital (V,)

En esta unidad trabajaras con
Los nimeros reales realizando
cdlculos y estimaciones para
relacionarlos con las nuevas
tecnologias, la ciencia y otras
areas de interés.

Nameros

El satélite chileno FASat-Delta fue
puesto en érbita el 12 de junio de

2023 por el vehiculo de lanzamiento
Falcon 9 de la empresa SpaceX.




WikimediaCommons/Official SpaceX Photos(editado)

Fuente: Gobierno de Chile
(12 de junio de 2023).
iExitoso lanzamiento del
satélite chileno FASat-Delta!
http://www.enlacesantillana.
cl/#/L25_MAT2MTEU1_2

Lir

Para mantenerse en orbita, un satélite tiene que desplazarse a una elevada
velocidad, que variara dependiendo de su altura. Para poner en orbita al
FASat-Delta, la nave Falcon 9 debié adquirir la velocidad orbital del satélite, cuya

magnitud se puede calcular como v, = /G—M, enque G=6,67+10"" mkg's?
r

es la constante de gravitacion universal; M = 5,97 -« 10% kg es la masa de la Tierra
y r=6371000 m es la longitud de su radio.

1. ;Como determinarias el valor de v ?? Explica al curso.

2. ;Qué beneficios para nuestro pais tiene la puesta en orbita de su red de satélites?

» Habilidades del siglo XXI

En internet existen multiples herramientas que permiten entender y manejar
informacion. Utiliza una calculadora cientifica online o una manual para

comprobar que v, = 7906 m/s.

e ;Como cambiaria el .
valor de v, si la masa de
la Tierra correspondiera
al cuadruplo de su
valor real?

> Conocimientos previos

iCémo cambiaria

el valorde v, sila
longitud del radio de
la Tierra fuera 9 veces
su valor real?

Calculadora cientifica online
http://www.enlacesantillana.
c/#/L25_MAT2MTEU1_1

« Recordar estos contenidos te ayudara a abordar el trabajo de esta unidad.

Potencias

Sean ay b nimeros enteros distintos de 0 y n un ndmero natural.

nveces

nveces

5

<4>3:5 5.5_5_125

Raices cuadradas de
ndmeros naturales

Sia es un ndmero natural 0 0,
se define Va = b si se cumple
que b*=a.

Ejemplos.
V0=0 V2=1414
144=12 V81=9
V25=5 V40 = 6,324

Operaciones con nimeros racionales
Ejemplos.
1 .=ty t_2¥8_13
2 2 5 10 10
03-t=1_1_4-3_1
4 4 12 12
1.45.10.3 1,2 2
3 2 3 3 9

« ¢Cudl de estos conocimientos necesitas repasar? Coméntalo con tu curso.

o).



https://www.desmos.com/scientific?lang=es
https://www.desmos.com/scientific?lang=es
https://www.gob.cl/noticias/exitoso-lanzamiento-del-satelite-chileno-fasat-delta/
https://www.gob.cl/noticias/exitoso-lanzamiento-del-satelite-chileno-fasat-delta/

sl B Nimerosreales (R)

Numeros reales en el entorno

La cédula de identidad es el Enlaimagen,ay b
documento mas importante y expresan las medidas en
comun en nuestro pais. EL primero Z‘ir:g:;gtgzs‘l:i;g:f: zg
de este tipo se cred en 1924 junto identidad. EL valor de su
con el establecimiento del servicio razén es el ndmero aureo ¢.
de identificacion obligatorio. En b

_:(p
a

él se inclufa el nombre, domicilio,
huella dactilar y fotografia de
la persona.

Fuente: Decreto Ley N° 26. Diario Oficial de la
Republica de Chile, 18 de noviembre de 1924.
http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU1_3

En la actualidad, la nueva
generacion de documentos de
identidad incorpora multibiometria:
huellas dactilares, rostro e iris.

De esta manera, las cédulas de
identidad cumplen con un mayor
nivel de seguridad, convirtiéndolas
en uno de los documentos

mas seguros del mundo.

Fuente: Portal Innova (9 de abril de 2022).
IDEMIA proporcionard a Chile una nueva
generacion de documentos de identidad durante
los préximos 10 afos.
http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU1_4

Gettyimages/krystiannawrocki(editado)

Las medidas del largo y del ancho de las cédulas de  ;Qué te sugiere el concepto de «irracional»
identidad, de las tarjetas de crédito y de otras tarjetas al aplicarlo a un nUmero?

de uso comun se relacionan de acuerdo con una « ;En qué piensas que se diferencian los nimeros
razén cuyo valor es el «<ndmero aureo» o «<nimero irracionales de los numeros racionales que

de oro», simbolizado con la letra fi del alfabeto ya conoces?

griego (@ o ®). Este numero irracional determina

las proporciones de muchos fenémenos y estructuras
de la naturaleza y desde la antigliedad ha sido
sefalado como poseedor de belleza y virtud.

« ;En qué otros dmbitos has oido o leido sobre
el numero aureo?
« ;Por qué crees que constantemente hay que

incorporar nuevas tecnologias a las cédulas
de identidad? Comenta con el curso.

Ingresa a http://www.enlacesantillana.cl/#/
L25 MAT2MTEUI_5 para saber mds sobre
el ndmero &ureo.

Unidad 1 Ndmeros



https://www.bcn.cl/leychile/navegar?idNorma=5676
https://portalinnova.cl/idemia-proporcionara-a-chile-una-nueva-generacion-de-documentos-de-identidad-durante-los-proximos-10-anos/
https://www.youtube.com/watch?v=aopHcOm7a-w
https://www.youtube.com/watch?v=aopHcOm7a-w

—>> EJempLo 1
g -y 1L L
{Cudl es el valor de @ que puedes estimar a partir de una i #
cédula de identidad? sty
e J WA FE LT
-
1. Mide con unaregla el largo by el ancho a de una cédula a ke e L ﬂ
] . | EMC SR o
de identidad. EmaATIes 11 WIAY o0
De manera aproximada, deberias obtener los siguientes valores: )
P 11814 @%’L
M1 - -
b=86cm s ==
a=54cm b

2. Calcula el cociente entre las medidas del largo y del ancho
con la calculadora online.

b 86CM _ 4567592507,
a 54cm

Calculadora cientifica online
http://www.enlacesantillana.
cl/#/L25_MAT2MTEUI_6

3. Responde.

En este caso, una estimacion de ¢ es 1,592.

e ;Qué tipo de numero decimal es el resultado de 8,6 : 5,47, ;es posible representarlo como fraccion?

Nameros racionales y ndmeros irracionales

» Sea m un nudmero entero y n un numero entero distinto de 0. Los numeros que se pueden representar
m , . . 3
como — se llaman nimeros racionales (Q). Por ejemplo, dado que 3 se puede representar como R
n

1 , .
y 0,25 se puede representar como o ambos son numeros racionales.

e Alos nimeros que no pueden representarse como fracciones de nimeros enteros se les llama
numeros irracionales (Q*). Los nimeros irracionales corresponden a nimeros decimales infinitos sin
perfodo. Algunos que ya conoces son los siguientes:

V2 =1,41421356.. 5 =2,23606797..
V3 =1,73205080... 7 =3,14159265..

e EI0, jes un nuimero racional o irracional?, ;cémo lo sabes?

e Dado que ¢ es un nUmero irracional, ;por qué piensas que se obtuvo un valor racional?
Comenta con el curso.

e Se atribuye al matematico griego Euclides y a la escuela pitagorica el célculo del nimero ¢ usando
la siguiente expresion:

=1,61803398...

1445
=

Considerando este valor irracional, jpiensas que 1,592 es una buena estimacion para ¢?, jpor qué?
Comenta con tu curso.

HE:LY UL ACT 2

Leccion1



https://www.desmos.com/scientific?lang=es
https://www.desmos.com/scientific?lang=es

—>> EJEMPLO 2

e, . . 275 .10, . ,
{Qué numeros decimales representan a las fracciones =, — —y7., icomo puedes clasificarlos?

58" 11

1. Para cada fraccién, divide el numerador por el denominador.

Fraccion Division Cociente

2

— 2:5 04

5

7

— 7:8 0,875

8

5

ﬁ 5:11 0,45454545 . ..
10
7 10:7 1,428571428571...

2. Clasifica los numeros y responde.

Los numeros decimales y su clasificacion son los siguientes:

204
5
> Decimales finitos
7 ~0875
8 -
. .
ﬁ =0,45454545 . ..
> Decimales infinitos periédicos
gz 1,428571428571 ..

Los numeros decimales que terminan en una determinada cifra decimal se denominan decimales finitos,
mientras que los decimales que contindan infinitamente se llaman decimales infinitos. De los decimales
infinitos, los que tienen una secuencia repetida de nimeros se llaman decimales periddicos.

Si se representan numeros racionales no enteros como decimales, se convertirdn en decimales finitos o
decimales infinitos periddicos.

—>» EJempPLO 3

;Qué numero decimal representa al nimero irracional /67 , ;cémo puedes clasificarlo?

1. Ingresa al link http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU1_87
y escribe el valor de la raiz.

6 = 2,44948974 ...

2. (lasifica el nUmero y responde.

En el desarrollo de +/6 = 2,44948974. .. se observa que no hay periodo. Por lo tanto, este nimero
corresponde a un numero decimal infinito no periddico.

H Unidad 1 « Nimeros



https://www.mathway.com/es/popular-problems/Algebra/200152

—>> EJEMPLO 4

La empresa chilena The Real Eco State, en colaboracién
con la NASA (Administracién Nacional de Aerondutica
y el Espacio de Estados Unidos), mapea los bosques
patagdnicos para promover su preservacion.

Perimetro, P = 12,6 cm.

Fuente: Cortés, V. (9 de febrero de 2023). Innovacién cientifica se suma a la NASA
para calcular la captura de carbono en la Patagonia. Diario Sostenible.
http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU1_7

(Cuadl es el valor de  que puedes estimar a partir de laimagen del logo de la NASA?
Utiliza una calculadora manual o una online.

1. Calcula el cociente entre el perimetro y el didmetro con la calculadora.

Usando una regla, se obtiene que el didmetro mide d = 3,8 cm.

Entonces, el cociente es P = 126¢cm =~ 3,315789....
d 38cm

2. Responde.

En este caso, una estimacion de wes 3,315.

> Conjunto de los niimeros reales (R)

Al conjunto formado por la unién de los nimeros racionales (Q) y los niimeros irracionales (Q*) se le
denomina conjunto de los niimeros reales (R). Simbdlicamente, esto se expresa como R =Q U Q*.
El siguiente diagrama representa a R incluyendo a los conjuntos numéricos que conoces hasta ahora:

Enteros positivos (nUmeros naturales)

Enteros - Cero
~ Nameros B Enteros negativos
racionales - EL simbolo U
q L ta la «unién»
, Decimales finitos representa.
Numeros Fracciones | de conjuntos.
reales Decimales infinitos periddicos

— Numeros irracionales — Decimales infinitos no periédicos

o A28 Utilicen una applet de GeoGebra para determinar el valor de 2 y busquen un patrén que se repita en
sus cifras decimales. ;ldentifican un periodo? Por lo tanto, ;qué tipo de nimero es /2, racional o irracional?
Compartan y comparen sus respuestas con las de otros grupos.

Applet de GeoGebra :
http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU1_9

BE:JY UL ACT 3a6
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https://www.diariosostenible.cl/noticia/innovacion-y-tecnologia/2023/02/innovacion-cientifica-se-suma-a-la-nasa-para-calcular-la-captura-de-carbono-en-la-patagonia
https://www.geogebra.org/m/wBsNxrYe

L ETL)

El 6 de junio de 2023, 6 dias antes de su lanzamiento, la Fuerza Aérea
de Chile hizo un punto de prensa y mostré una maqueta a tamano
real del satélite FASat-Delta. Como se aprecia en la imagen, tiene
forma de paralelepipedo de base cuadrada y sus medidas son

las que se muestran en la imagen.

Descripcién

Satélite de alta resolucidn,
copropiedad de la Fuerza Aérea
de Chile (FACH) e ImageSat
International (ISI).

La FACH tiene la exclusividad
de propiedad de las imagenes
en Llos cielos de Latinoamérica.

Ficha técnica
Medidas: 55 cm x 55 cm x 85 cm
Masa: 100 kg
Altitud de drbita: 550 km

Anos
Vida atil

50 Megapixeles
Calidad de imagen
72 cm

Alcance lente

Fuente: Fuerza Aérea de Chile. Disponible en
https://www.fach.mil.cl/fasatdelta.html

# FASat—Delta

Aplicacionesy beneficios

e ;Cudntas caras tiene un paralelepipedo de base Y @

cuadrada?, ;qué formas tienen? Bisqueda Estudios de Estrategias para

« ;Qué tipo de numero representan las longitudes de yrescate CTEMin S DA
los lados de estas caras, racionales o irracionales? (@’
e ;Qué tipo de numero representan las longitudes -
de las diagonales de estas caras, racionales Monitoreo Observaciones Comunicaciones
o irracionales?. icémo lo sabes? de catdstrofes del planeta satelitales
40 !

¢De qué manera piensas que el Sistema
Nacional Satelital puede realizar aportes en el
/#/1.25 MAT2MTEUI 10 ; ambito del monitoreo de catastrofes y en el de
para observar una recreacion de la § generar estrategias para el cambio climadtico?

Ingresa a http://www.enlacesantillana.

puesta en Orbita del satélite chileno. Comenta con tu curso.

A Unidad 1+ Nimeros


https://www.youtube.com/watch?app=desktop&v=UWFM3mKBXrg
https://www.youtube.com/watch?app=desktop&v=UWFM3mKBXrg

Ya conoces las raices cuadradas de nimeros naturales, tanto exactas como aproximadas. Ahora se ampliara
su definicion para calcular raices de ndmeros reales.

—>> EJempLo 1
(Cudl es la medida de la diagonal d de la cara del satélite FASat-Delta que se muestra en la imagen?

1. Identifica una relacién geométrica entre la medida d

de la diagonal y las de los lados del rectangulo.
En laimagen se puede reconocer un tridngulo rectadngulo
con las siguientes medidas:
85cm d
85cm
1\
—_—
55¢cm
2. Aplica el teorema de Pitagoras.
d’ = (85 cm)?+ (55 cm)?
2=7225cm?+ 3025 cm?
d?=10250cm?
d=+/10250cm
3. Responde.
» Cara lateral del FASat-Delta.
La medida de la diagonal es d = /10250 cm.
e ;Coémo podrias verificar que el valor de la diagonal es /10250 m en el EsempLo 1?7 Explica a tu curso.
* Utiliza una calculadora manual o una online y determina el valor de +/10250. ;Es un nimero racional
oirracional?, jcomo lo sabes?
Para calcular una raiz cuadrada con una calculadora cientifica, debes presionar la tecla que
se muestra en la imagen. Luego, escribes la cantidad subradical y pulsas «igual» (=). *
+ Dependiendo del modelo de calculadora cientifica, puede variar la simbologia del botén que se muestra.
>> Raices cuadradas @)
Si a es un nimero real positivo o cero, la expresion Va, que se lee «raiz cuadrada ELsimbolo &
’ Qng representa una
de a», corresponde a un nimero real x positivo o cero cuyo cuadrado es a. doFEJLe implicancia y

> se lee «siy solo si».
Va=x& x*=a

Fiemplo: 25 =5 & 52 =25

Sia es un numero real negativo, el valor de va no es un nimero real. Por ejemplo, v—49 no es un nimero
real, ya que no existe ningln numero que elevado a 2 sea —49.

o A28 Consideren los diez primeros niimeros naturales. jPara cudles de ellos
su raiz cuadrada es exacta, es decir, corresponde a un nimero natural? E ULACT 7

, . U1_VID_ 2
Determinenlo mentalmente o utilicen una calculadora.

Leccion1




e ;En qué unidades se puede expresar un volumen? Nombra dos ejemplos y comenta con el curso.

—>> EJEMPLO 2

Supon que se decide construir un satélite con el mismo volumen que el FASat-Delta, pero con forma cubica.
{Cudl tendria que ser la medida de su arista?

1. Calcula el volumen V del paralelepipedo. Paralelepipedo

El volumen de un paralelepipedo se calcula como el producto de
las medidas de su altura, su largo y su ancho.

V=85cm-55cm-«55cm=257125cm? 85cm

2. Aplica la formula del volumen de un cubo y determina la medida x

de su arista. \/
El volumen de un cubo se calcula como la medida de su arista >5¢m >5¢m

elevada a 3. \l'
3=V Cubo
x>=257125cm?
x=3257125cm

3. Responde. \/
La medida de la arista del cubo es 3257125 cm. xem xem

xcm

« Utiliza una calculadora manual o una online y determina el valor de 3257 125. ;Es un nimero racional
oirracional?, jcomo lo sabes?

Para calcular una raiz cibica con una calculadora cientifica debes
presionar las teclas que se muestran en la imagen. Luego, escribes e - e
la cantidad subradical y pulsas «igual» (=). *

+ Dependiendo del modelo de calculadora cientifica, puede variar la simbologfa de los botones que se muestran.

Y Raices clbicas

Sia es un nimero real, la expresion ¥a, que se lee «raiz cubica de a», EL simbolo € representa
corresponde a un numero real x cuyo cubo es a. Simbdlicamente, esto se la «pertenencia» de un

. . elemento a un COﬂJUntO.
expresa de la siguiente manera:

x=Va & x*=a

conx,a€ER

e (Considera los diez primeros nimeros naturales. ;Para cuales de ellos su raiz cubica es exacta, es decir,
corresponde a un numero natural? Determinalo mentalmente o utiliza una calculadora.

o AR ;Es siempre real la raiz cibica de un nimero real? Discutan al interior del grupo por qué 3-8
es un numero real, pero v-8 no. Compartan con el curso sus conclusiones.
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Raices enésimas

Sia es un nimero real (@ €R) y n# 1 un nimero natural (n € N), la expresion Va, que se lee
«raiz enésima de a», corresponde a un numero real x cuya potencia enésima es a. Simbdlicamente,
esto se expresa de la siguiente manera:

x=Va & x"=a
en que n es el indice de la rafzy a es la cantidad subradical.
En general, en la expresion anterior se deben cumplir las siguientes condiciones:

 Sinesun ndmero par, entonces, a € R* U {0}.
» Sinesunnumero impar, entonces, a € R.

Para determinar el valor de raices con distintos indices usando una calculadora cientifica, existen secuencias

que puedes considerar dependiendo del modelo de calculadora que utilices.

—>> EsempLo 3
;Cuales son los valores de 3/-32, ¥/4,5 y '¥/~1007? Utiliza una calculadora.

1. Escribe el indice de la raiz.

=32 §4,5 =100

2. Presiona los botones @* y, a continuacion, o""’.

=32 §4,5 =100

3. Escribe la cantidad subradical y presiona el boton 6""’.

-32 Y45 /=100
4. Responde. EL simbolo & representa
. Lo . la «no pertenencia» de
Los resultados obtenidos son los siguientes: un elemento a un conjunto.
Y32=-2 | Y45=120684519 | Y~T00€R

o A9 ;Por qué no es real el valor de 'Y=100?, jqué cambio harfan en la cantidad subradical para que su valor
fuera real? Comuniquen sus respuestas y comparenlas con las de otros grupos.

HE:LY UL ACT 8all
+ Dependiendo del modelo de calculadora cientifica, puede variar la simbologfa de los botones que se muestran.
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Las operaciones de raices tienen una serie de propiedades que se estudiaran a continuacion. La primera de
ellas surge al desarrollar la raiz enésima de una cantidad subradical que puede expresarse como producto.

—>» EJEmMPLO 4

- . . Area A del
Observa el dibujo realizado sobre las diagonales televisor

de los cuadrados M y N para dar forma al disefio rectangular.
de un nuevo televisor.

(Cudl es el area de la superficie de la pantalla proyectada? [T

1. Determina la medida a del ancho del televisor.

Se aplica el teorema de Pitdgoras en el triangulo

rectangulo cuyos catetos son dos lados del L] b
cuadrado My su hipotenusa mide a.
a’=(30cm)?+ (30 cm)? =900 cm? + 900 cm? a
a’=1800cm? M
7800 cm L]
| 30cm l 50 cm

2. Determina la medida b del largo del televisor.

Se aplica el teorema de Pitagoras en el triangulo rectdngulo cuyos catetos son dos lados
del cuadrado N y su hipotenusa mide b.

b’ = (50 cm)? + (50 cm)? = 2500 cm? + 2500 cm? = 5000 cm?
b=+/5000

3. Calcula el &rea A de la superficie de la pantalla.
Se multiplican las medidasay b.
=ab=+/1800cm ++/5000 cm
A= (+/1800-+/5000) cm?
4. Responde.
El 4rea de la superficie de la pantalla del televisor queda expresada por (+/1800 «+/5000) cm?

Y» Raiz enésima de un producto

La raiz enésima de un producto es igual al producto de las raices enésimas de sus factores. Es decir,
sin€N,n#1,ya, b&R (ademds, si n es par, entonces, a, b > 0), se cumple lo siguiente:

I

1
* Observa el siguiente desarrollo:  "a - \f—an b"—(a br="la.b

La propiedad anterior corresponde a la multiplicacién de raices enésimas. ;Qué propiedades de las
potencias se utilizaron? Explica.

o A28 Utilicen una calculadora manual o una online y determinen los valores de +/7800, /5000 y /9000 000.
A partir de sus resultados, analicen la siguiente conjetura: «El producto de dos nimeros irracionales es un
numero racional». ;Es siempre verdadera? Comuniquen sus conclusiones al curso.
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Una aplicacion importante de la propiedad «raiz enésima de un producto» es la descomposicion de la
cantidad subradical para calcular el valor de una raiz.

—>> EJEMPLO 5

¢Cuadles son los valores de las raices /324 y 4/2025?

Q

1. Descompodn las cantidades subradicales en factores que sean cuadrados Un ndmero cuadrado

perfectos. Los primeros diez nimeros cuadrados perfectos son los siguientes: perfecto es aquel cuya
raiz cuadrada es un
12 =1 32=9 52— )fg 72 = 49 92 =g ndmero natural.

22=4 42=16 6’ =36 8’ =64 10=100
Por ensayo y error descomponemos las cantidades subradicales 324 y 2 025.

324 2025
324 :4 =281 2025 :4 =506,25 <—— Noesunnimero
Entonces, 324 =4-81. | 2025:9=225y225:9=25 cuadrado perfecto.

Entonces, 2025=9-9. 25,

2. Aplica la propiedad denominada «raiz enésima de un producto».

V324 =+/4-81 V2025=+9-9-25
=481 =995
=29 =3.3.5
=18 =45

3. Responde.
Los valores de las raices son los siguientes:

V324=18 V2025 =45

+ ;Como se aplica la propiedad anterior a raices de otros indices? Por ejemplo, jcudl es el valor de 3216 si la
cantidad subradical puede descomponerse como /8«27 =3/8 - 3277

»» Ingreso de un factor como cantidad subradical

Un factor puede escribirse como cantidad subradical de una raiz en forma de una potencia en que
la base es el factor y el exponente corresponde al indice de la raiz. Es decir,sinEN,n# 1,ya, bER
(ademas, si n es par, entonces, a, b > 0), se cumple lo siguiente:

ba="ab"
Fiemplo:3v2=+2-37=+2.9= 18

o A28 Observen las siguientes expresiones:
2V10=+/10-2=+20
-334 =4 (3) =34 (-243) =3-972

¢Como podrian verificar o negar cada una de ellas aplicando lo aprendido?
Reflexionen y comenten con los otros grupos. By O-ACT-12
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Otra propiedad importante de las raices corresponde a la «raiz elevada a su indice».

Raiz elevada a su indice

Una raiz enésima elevada a n es equivalente a la raiz de la cantidad subradical elevadaa n y su
valor es la cantidad subradical. Es decir,sin €N, n# 1,y a € R (ademas, si n es par, entonces, a > 0), se
cumple lo siguiente:

—>» EJEMPLO 6

Una especificacion importante al disefar un televisor es

la medida de la diagonal de su pantalla (representada por

d en laimagen). Habitualmente se expresa en pulgadas (in)
utilizando la equivalencia 1 in = 2,54 cm. ;Cual es la

medida, en pulgadas, de la diagonal de la pantalla 1800 cm
del televisor de laimagen?

1. Expresa la medida d de la diagonal.

Se aplica el teorema de Pitagoras en el triangulo
rectangulo cuyos catetos son los lados de
la pantalla y su hipotenusa mide d.

d? = (/1800 cm)? + (5000 cm)?

45000 cm

2. Analiza los términos que estan a la derecha en la igualdad anterior.
Se desarrolla aplicando la propiedad denominada «raiz elevada a su indice».
(/1800 cm)? = (+/1800)2 cm? =+/1800% cm? = 1800 cm?
(/5000 cm)? = (+/5000)2 cm? = /50002 cm? = 5000 cm?

3. Calcula la medida d en centimetros.

d’=1800cm?+ 5000 cm?
2=6800 cm?
d=+6800cm

4. Expresala medida d en pulgadas y calcula su valor utilizando una calculadora.

Sea x la medida de la diagonal expresada en pulgadas. Entonces, se tiene lo siguiente:

Tin X
254cm /6800 cm
80,
2,54
x=325in

5. Responde.

La medida de la diagonal de la pantalla del televisor es 32,5 in, aproximadamente.

o A8\ ;Cudl fue la secuencia de pasos aplicados para determinar la longitud de la diagonal del televisor
en el EsempLo 67 Elaboren un breve informe con una descripcion de cada paso y expliquenlos al curso.
Si'lo estiman pertinente, pueden agregar algun paso intermedio o fusionar dos de los pasos propuestos.
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Asi como se determind una expresion para calcular la raiz enésima de un producto, también se puede
establecer una formula para calcular la raiz enésima de un cociente.

> Raiz enésima de un cociente

La raiz enésima de un cociente es igual al cociente de las raices enésimas de sus términos. Es decir,
sin€EN,n=1ya bER, b0 (ademas, si n es par, entonces, a >0y b > 0), se cumple lo siguiente:

nla _ Ya
b b
—>> EsEmpLO 7
eyl
(Cudl es el valor de % ? Responde desarrollando la raiz enésima de un cociente y utilizando potencias.

1. Expresa la division de raices enésimas como la raiz enésima de un cociente.

Y224 4| 224
ha 14

2. Desarrolla la expresion utilizando potencias.

1

224 2247 _(224)32 e
ia 147 \ 14

3. Responde.

El valor del cociente es 2.

e ;Como calcularias el valor de 0,5%, jy de 0,3*? Explica a tu curso.

Y Raiz de una raiz

La raiz de una raiz se puede expresar como una raiz en que la cantidad subradical se conserva y el indice
corresponde al producto de los indices de las raices. Es decir,sin,mEN,n# 1, m= 1y a € R (ademas,
si m es par, m es par o ambas son numeros pares, entonces, a > 0), se cumple lo siguiente:

"ia=""a
1§
1
 ;Como calcularfas /164 ? Considera que 164 = (642> . ;Qué propiedades de las potencias aplicaste? Explica.

« Las raices3/V8y V3B, jtienen el mismo valor?, ;por qué? Confirma tu respuesta utilizando una calculadora.

Los botones que debes presionar para calcular 3/v8 con una calculadora cientifica son los siguientes: *

o A28 ;Qué dificultades han tenido para utilizar la calculadora? Entablen una conversacion que permita

solucionar los problemas o dificultades que expongan los integrantes del grupo.

HE:LY UL ACT 13al6
+ Dependiendo del modelo de calculadora cientifica, puede variar la simbologia de los botones que se muestran.
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Y» Adicién y sustraccion de raices

Para resolver adiciones o sustracciones con raices, se puede realizar un procedimiento similar a la operatoria
con términos semejantes, es decir, agrupar las raices con la misma cantidad subradical y el mismo indice
y factorizar.

Ejemplo:

2V5+7+6V5+817=02+65+(1+8)V7=8/5+9%7

—>> EJEMPLO 8

;Cuadl es el resultado de la operacién que se
muestra en la imagen?

1. Identifica y agrupa los términos con raices
de igual indice e igual cantidad subradical.

432+32+V3+33-332+5V3-13

Las distintas rafces que se identifican son 3/2,
\/3 y /3. Entonces, se agrupan los términos
usando paréntesis.

432 +32-332) + (B3 +53)+ 13 -13)
2. Suma o resta los factores que multiplican las raices.

432+32-332)+ (3+5/3)+ (B -13)

@+1=-3R2+0+53+0-13
22+63+0-3
232+63
3. Responde.
2547 +6/5+87=02+6)0/5+(1+8)7=8/5+97
El resultado es 2372 + 64/3.

e ;Qué relacidn tiene el concepto de «término semejante» con la agrupacion de términos que se realizd?
Expresa una analogfa que describa esta relacion y comenta con tu curso.
o A28\ Analicen la siguiente reduccion de términos semejantes en una expresion algebraica:
4x +x+y+z-3x+5y-z
(4x+x-3x) +(y+5)) + (z - 2)
G+1-3)x+0+5y+0-1)z
2x+6y+0-z
2x + 6y

/Qué semejanzas ven entre este desarrollo y el realizado en el EsempLo 87 Coméntenlas y reflexionen sobre
ellas a partir de la siguiente asignacion:

X:%/i y:\/§ Z:A\1/§
Joon]
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Racionalizar una expresion fraccionaria significa encontrar otra expresion que sea equivalente a ella, pero que
no contenga raices en el denominador.

—2» EJEMPLO 9

. . . o2
({Como se racionaliza la fraccion —=7?

345

1. ldentifica la raiz cuadrada en el denominador de la fraccion.

85)
2. Amplifica la fraccion por la raiz cuadrada identificada.
En este caso, se amplifica por /5.

2 W5 25
35 V5| 3/5-4/5

\
Esto equivale a multiplicar por 1.

3. Aplica propiedades de las raices para desarrollar el denominador.

25 25 25 226 2 2H
3v5.45  3.(/5-45) 3-45.5 3.3 3.5 15

4. Responde.

La racionalizacion se realiza amplificando por +/5 y se obtiene la fraccion ==

25
15

e ;Qué propiedades de las raices se aplicaron en el paso 3 del EsempLo 97 Coméntalas con tu curso.

2(

e ;Son equivalentes las fracciones —— ?,;,como lo sabes?

3[
o A28 Imaginen que tienen que sumar%a la fraccion del EsempLo 9.

(Cudl de las siguientes adiciones piensan que es mas sencillo resolver?

2 .2 £+£
35 5 15 5

Comenten su respuesta con otros grupos Y reflexionen acerca de la utilidad de la racionalizacion.

¥ Racionalizacién en fracciones tipo —2—
bVc
Sia, b,cER, b#0yc>0,pararacionalizar el denominador de una fraccién de la forma .
se amplifica por v/c de la siguiente manera: bVe
a_Ve_ae
bVe /e be
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Es posible generalizar la racionalizacién de fracciones del tipo W con una raiz enésima en su denominador
en vez de una raiz cuadrada. ¢

—>> EJempLO 10

. o 4
¢Como se racionaliza la fraccion —=7

337

1. Identifica los valores de n y m en la raiz del denominador de la fraccion.

2. Calcula el valor de (n — m) y escribe la rafz que amplificara la fraccion.
Comon-m=5-1=4laraizque amplificard la fraccion es Vc" - = 3/7°.
3. Amplifica la fraccion por esta raiz.
4 T _ a7
37 7 3T

4. Aplica propiedades de las raices para desarrollar el denominador.

4370 _ 432401 _ 432401 _ 432401 _ 432401 _ 432401
X770 3G 33770 337 3.7 21

5. Responde.

La racionalizacion se realiza amplificando por 3/7% y se obtiene la fraccion

432401
21

. , 4 432401 . "
 ;Cudlesel valor decimal de —=?, ;y de ?,;s0n iguales ambos valores? Utiliza una calculadora

online para responder. 397 21

Y» Racionalizacién en fracciones tipo b"L

1'Cﬂl
SimnEN,n=1,m<nya b cER b#0yc#0(ademas, si n es par, entonces, ¢ > 0), para racionalizar
q .z a o . .
el denominador de una fraccion de la forma e se amplifica por V/c¢*-™ de la siguiente manera:
Cm

a Ve _ aifct-m
by Nerm be

o 98 Consideren una fraccion con denominador de la forma 4™, en que m > n. ;Qué propiedad de las
raices aplicarfan para cumplir la condicion que indica que el exponente de la cantidad subradical debe ser
menor que el indice de la raiz para asi poder racionalizarlo (considerando, ademas, que si n es par, entonces,
¢™ > 0)? Reflexionen a partir de una fraccion con denominador /37y compartan sus conclusiones con
otros grupos.
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> Racionalizacién en fracciones con una o dos raices en el denominador

Cuando hay una o dos rafces cuadradas en el denominador, se puede racionalizar la expresion para
obtener un numero entero en el denominador. Para esto, se amplifica o multiplica por una fraccion,
de tal manera que se forme una suma por diferencia en el denominador, eliminando la o las raices de la

expresion original.

] a b+Vc__aeb+vo)  ab+aVc  ab+aVc
ase b-Ve bV (b-VOb+V) -G | b-c
conb, c>0yb’+c.

. Caso2 = a .\/5—\/5: as(Wb-Vo _ ab-aVc _ afb-ayc
Vo++Ve Vb-ve  (b+Ve) Wb-Veo) (Vb - (Ve b-c
conb,c>0yb+#c.

—>> EJempLo 11

{Como se racionalizan las fracciones 3 y E ?

5-V77 V3+42

1. Amplifica por (5 +7) y (\3 = +/2), respectivamente.

3 5+47 _ 3(5+47) 9 . V3-42 _ 93 -+2)

5-v7 547 -VD5+T)
2. Desarrolla aplicando el producto notable «suma

_ 3(5+47)

577

3(5+/7)

25-7

3(5+/7)
18

5+47
6

3(5+47)
(5=V7)(5+7)

3. Responde.

los nimeros %y 9(3 -/2).

VB+2 B-v2  (B+2W3-2)
por su diferencia».

O3-v2)  _ 93-2)
VB+V2)3B-v2) (/3P - (2
_ 93-+2)
3-2
93 -2
1

93 -+2)

La racionalizacion se realiza amplificando por (5 ++/7) y (/3 - +/2), respectivamente, y se obtienen

3

5447

son equivalentes? Explica a tu curso.

e ;Coémo podrias comprobar que las fracciones

s—ﬁy

6

 ;Cudles de las estrategias de racionalizacion conocias? ;Como explicarias la utilidad de racionalizar
el denominador de una fraccién a alguien que no lo sabe?

HE:LY U1 ACT 18a21
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Aproximacion y representacion
de nimeros reales

El matematico George Louis Lecrerc ided un experimento

para calcular un valor aproximado del nimero .

El experimento se puede expresar de la siguiente manera:

Si se lanza N veces una aguja de longitud / sobre un
papel en el que hay trazadas lineas rectas paralelas
separadas una de otra por una distancia d, tal que

d=1yen noportunidades la aguja cruza alguna

) ) 2N )
de las lineas, entonces, el cociente — se aproxima
n
al valor de m.

George Louis Lecrerc, conde de Buffon
(1707-1788)

Naturalista, bi6logo y matematico francés.
Su principal aporte a la matematica fueron
sus trabajos relacionados con Llas probabilidades.

Dos jovenes simularon el experimento anterior y obtuvieron los resultados que sefalan.

Lancé 40 veces la aguja

y en 25 oportunidades
cruzé alguna linea
del papel.

Camila

# Lugares en los que cay6 la aguja
en los lanzamientos de Camila.

Realiza 100 lanzamientos en el simulador.

e ;Cudntas veces la aguja cruzo alguna de las lineas?

o 2N,
e En este caso, jcudl es el valor =7
n

Unidad 1 Ndmeros

L25 MAT2MTEUI_11 para simular el
experimento de la aguja de Buffon.

Y yo la lancé
50 vecesy en
32 oportunidades
cruzé alguna de

las lineas.

# Lugares en los que cay6 la aguja
en los lanzamientos de Renato.

Ingresa a http://www.enlacesantillana.cl/#/



https://geogebra.es/gauss/materiales_didacticos/eso/actividades/estadistica_y_probabilidad/estimacion/aguja_buffon/actividad.html
https://geogebra.es/gauss/materiales_didacticos/eso/actividades/estadistica_y_probabilidad/estimacion/aguja_buffon/actividad.html

»> Comparacion de aproximaciones

Si'a, b € R son aproximaciones de otro nimero ¢ € R, se dice que el mas cercano a él es una mejor
aproximacion, es decir, se puede afirmar que a es una mejor aproximacion de ¢ que b si se cumple
que |c - a| < |c - bl, en que los simbolos |x| denotan el valor absoluto de x.

Los resultados obtenidos por Camila y Renato pueden compararse para determinar en cual de los experimentos
se obtuvo una mejor aproximacion del nimero irracional .

—>> EJEmpLo 1

Respecto de los experimentos realizados por Camila y Renato, jen cual de ellos se determiné
una aproximaciéon mas cercana al valor de w?

1. Escribe los resultados que obtuvieron Camila y Renato e identifica los valores de Ny n en cada caso.

Camila Renato
N.=40yn.=25 N,=50yn,=32
2. Calcula el cociente 2N en cada caso.
n
Camila Renato
2N, _2-40 _ 80 _,, 2Ny _2:50 _ 100 _ 5
n, 25 25 Ny 32 32

3. Determina con una calculadora el error de la aproximacién E como

el valor absoluto de la diferencia entre el valor sin aproximar de ty de Para x € R, la notacién |x]
cada uno de los resultados anteriores. representa el «valor absoluto»
de xy se define como
Camila =» E.=[3,1415... - 3,2| =|-0,0584...| = 0,0584... xsix20.
Renato =» E,=|3,1415... - 3,125/ =|0,0165...| = 0,0165... & { x5 x<0,

4. Compara las diferencias anteriores.
Se escriben los nimeros y se observa que la cifra de las centésimas indica que E. > E,.
00584...>00165...
5. Responde.

Como se cumple que E.. > E,, la aproximacion de Renato es mas cercana al valor de i que la de Camila.

e ;Por qué piensas que se utilizé el valor absoluto para poder comparar las diferencias de my los valores
obtenidos en los experimentos y no simplemente su diferencia? Explica a tu curso.

> Aproximacion de un nimero irracional
Para aproximar un numero, se puede realizar un redondeo o un truncamiento a una posicién especifica de él.

» Sielresultado es menor que el nimero, se dice que se aproximo por defecto.
» Sielresultado es mayor que el nimero, se dice que se aproximo por exceso.

BE:LY UL ACT 22
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Al aproximar un niimero irracional es importante reconocer si se ha hecho por exceso o por defecto.

—> EJEMPLO 2

Si se aproxima el nimero ©t por redondeo y por truncamiento a la posicién de las diezmilésimas,
los valores obtenidos, ;corresponden a aproximaciones por defecto o por exceso?

1. Realiza el redondeo y el truncamiento del nimero it = 3,14159265. ..

Redondeo Truncamiento
3,1415(9(265... 3,1415(9 265...
Posicion a la que J Cifra mayor que 5. Posicién a la que J Cifras que se eliminan.
Se aproxima. Se aproxima.
Por lo tanto, el valor es 3,1416. Por lo tanto, el valor es 3,1415.

2. Compara los valores obtenidos con el de .

Redondeo Valor truncado
Se comparan las cifras destacadas. Se comparan las cifras destacadas.
31416 > 3,14159265... 3,14150 < 3,14159265. ..

3. Responde.

En este caso, el valor obtenido por redondeo corresponde a una aproximacion por exceso y el conseguido
por truncamiento a una aproximacion por defecto.

> Estimacion de la raiz cuadrada de un ndmero natural

Para estimar vc con c € N, se pueden elegir dos nimeros x, y € N que sean los cuadrados perfectos de
dos nimeros naturales consecutivos, es decir, que Vx=a y+/y = b con a, b € N de manera que ay b sean
numeros consecutivos, y que cumplan la condicion x < ¢ < y. En resumen, se debe cumplir o siguiente:

x<c<y & Vx<Ve<y @ a<e<b

—> EsempLo 3
¢Entre qué ndmeros naturales consecutivos se encuentra v/50?

1. Determina los nimeros x e y segun la estrategia propuesta.
Por ensayo y error se encuentran 49 y 64, cuadrados perfectos de 7y 8 que cumplen 49 < 50 < 64,
2. Aplica la relacion establecida.
49<50<64 & V49<\50< 64 & 7<+/50<8
3. Responde.

\/50 se ubica entre los nimeros 7 y 8, mas cerca de 7, ya que 50 estd mas proximo a 49 que a 64.
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> Ubicacién de raices cuadradas en la recta numérica

Para ubicar nimeros irracionales en la recta numérica, se deben aproximar, ya que tienen infinitas
cifras decimales. Por ejemplo, para representar el nimero e = 2,71828182..., se puede considerar su
aproximacion 2,72 y representarla con un punto en la recta.

Para situar raices cuadradas de nimeros naturales, es posible aplicar procedimientos geométricos.

A continuacion, se ubicara 2 en la recta numérica utilizando un método geométrico con regla'y compas y
aplicando el teorema de Pitagoras.

—>> EJEMPLO 4
{Cémo se pueden ubicar y comparar raices cuadradas en la recta numérica?

1. Ubica el nimero 2 en la recta numérica usando un compads.

Se traza sobre el nimero 1, en forma perpendicular a la recta numérica, un segmento AB que mida 1
unidad. A continuacion, se forma un tridngulo uniendo el punto B con el punto donde se ubica el 0.

Al aplicar el teorema de Pitagoras, se tiene que 12+ 12 =2y, por lo tanto, la hipotenusa mide /2 unidades.
Finalmente, con centro en 0y usando como radio la hipotenusa, se traza un arco de circunferencia que
corta a la recta numérica en +/2.

2. Establece un criterio para comparar raices cuadradas y responde.

En la recta numérica, si vVa < /b, entonces, Va se ubica a la izquierda de v/b. Ademds, si a < b, entonces,

Va < +/b.

vl V2 V3 V4 5 V6 V7 V8 9

I » o o g o o o o »

0 1 2 3
Ejemplo:

Como se cumple que 2 < 3, entonces, v/2 < /3. Por lo tanto, v/2 se ubica a la izquierda de v/3 en la
recta numeérica.

e ;Qué raizes mayor, V18 0 v/15?, jcémo lo sabes? Explica a tu curso.
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Operaciones con nimeros reales

Para frenar la tala ilegal de bosques, la ONG Rainforest

Connection utiliza sensores actsticos en los arboles.

Estos «escuchan» Lo que ocurre en el bosquey

lo transmiten en tiempo real a una nube. Asf, un

sistema de aprendizaje automatico reconoce sonidos

especificos, como Los de una motosierra o un camion,

y envia alertas a las autoridades locales. Segln se lee

en el sitio web de la organizacién, casi 600 dispositivos

«guardianes» han sido ya instalados en 35 paises, tales

como Brasil, Indonesia, Congo y Filipinas.

Fuente: Muller, N. (19 de abril

de 2023) ¢Cémo puede la IA

proteger al medioambiente?
Deutsche Welle.

http://www.enlacesantillana.cl/#/
L25_MAT2MTEU1_12

Supdn que una institucion ambiental ubica
dos sensores, S, y S,, en un bosque. El alcance
maximo de cada uno es el que se indica en la
siguiente imagen:

Shutterstock/Lzf

# \/ista aérea de un bosque.

e El nimero de kildbmetros cuadrados que puede
monitorear el sensor §,, jcorresponde a un
nUmero racional o irracional?, ;cémo lo sabes?

* ;Como calcularias la cantidad de kildmetros
cuadrados que pueden vigilar en conjunto
ambos sensores?

Unidad 1 « Nimeros

Educacion ambiental

La instalacién de sensores aclsticos esta
en concordancia con el Objetivo de Desarrollo

Sostenible [[pFj15 Vida de ecosistemas terrestres.

¢ ;Piensas que el uso de inteligencia artificial
puede ayudar de manera mas efectiva a
proteger Los bosques de nuestro planetay
aportar a la restauracion del medioambiente?,
épor qué?

¢Como ayuda la preservacion de los bosques
al bienestar de todos Los seres vivos?

AL EL 28 de junio de cada ano se celebra
el Dia Mundial del Arbol, mientras que en
Chile se conmemora cada 6 de julio.

Algunos de Los multiples beneficios de
los arboles son:

- dan sombra y generan oxigeno;

- son el hogar de multiples especies animales;

- absorben diéxido de carbono, gas que
contribuye al calentamiento global.

Reflexionen con su curso acerca de estos y

otros beneficios de los arboles y apliquen

su creatividad para aportar al cuidado del
medioambiente, por ejemplo, plantando arboles
en el colegio o en su entorno.

Gettylmages/Michael Hall



https://www.dw.com/es/c%C3%B3mo-puede-la-inteligencia-artificial-proteger-al-medio-ambiente/a-65378049
https://www.dw.com/es/c%C3%B3mo-puede-la-inteligencia-artificial-proteger-al-medio-ambiente/a-65378049

Ya vimos la adicion y la sustraccion de raices. Ahora ejemplificaremos estas operaciones para otros
numeros irracionales.

Y»> Adicion y sustraccion de nimeros irracionales

Para sumar o restar nimeros irracionales, se puede aplicar la estrategia que se utilizd para sumar y restar
raices, resolviendo las operaciones como en la adicién y sustraccion de términos algebraicos semejantes.

—>> EJEmpLO 1

Respecto de los sensores acusticos S, y S,, ;qué area son capaces de monitorear en conjunto?,
icuantos kilémetros mas puede vigilar el sensor S, que el §,?

1. Expresa el drea que es capaz de monitorear cada sensor, A, y A, respectivamente.

Los radios de las areas circulares que pueden vigilar los sensores S, y S, miden 1,5 kmy 1 km,
respectivamente. Por o tanto, las dreas medidas en kilémetros cuadrados (km?) son las siguientes:

S, > A =mnr’=mn-15"=225n S, =?» A,=nr=n-1’"=n
2. Expresa la adicion y la sustraccion de las dreas anteriores.

Llamando T al 4rea total que pueden monitorear los sensores y D a su diferencia, se puede escribir
lo siguiente:

T=A+A,=225n+T7 D=A-A,=225n-1
3. Resuelve la adicion y la sustraccion considerando que m es un ndmero irracional.
Se suman o restan los coeficientes que acompanan como factores a .
T=225n+mn=(225+1)n=325n
D=225t-n=(225-1)n=1.25n
4. Responde.

Los sensores en conjunto son capaces de monitorear 3,251 km? de superficie de bosques y el sensor S,
puede vigilar 1,25m km? de superficie mas que el sensor S..

e ;En qué se parecen la estrategia de adicion y sustraccion aplicada en el EsempLo 1y la desarrollada
para sumary restar raices? Describe las semejanzas.

e ;Cudles son los valores de 3,25m y 1,25m? Utiliza una calculadora manual y comparte tu respuesta con el curso.

Los botones que debes utilizar para obtener t con una calculadora 3 3
cientifica son los que se muestran en la imagen. *
+ Dependiendo del modelo de calculadora cientifica, puede variar la simbologfa de los botones que se muestran.

e Reflexioneny ejemplifiquen para responder las siguientes preguntas:
- ;Puede la adicion de dos numeros irracionales dar como resultado un nimero racional?
- ;Puede la adicion de dos numeros racionales dar como resultado un nimero irracional?

Compartan sus reflexiones con otros grupos y elaboren en conjunto respuestas comunes.
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2> Multiplicacion y division de nimeros irracionales

Para multiplicar o dividir nimeros irracionales, se puede utilizar una calculadora y luego aproximar
los resultados. Silos nimeros que se multiplican o dividen son raices enésimas, se pueden aplicar
las propiedades de raices estudiadas anteriormente.

—> EJEMPLO 2 C

En el centro del parque natural rectangular ABCD que
se muestra en la imagen se ubicard un sensor acustico S,
cuyo alcance es de 1 km a la redonda. La medida del largo

del rectangulo ABCD coincide con la medida de la diagonal ] - O E
del rectdngulo AEDFy, ademas, se cumple que la medida
del segmento AB equivale a la mitad de la medida del 2km
segmento AD. De acuerdo con esta informacion, ;qué A
porcentaje del parque ABCD podra monitorear el sensor? I3 m — A
1. Expresa el drea A que es capaz de monitorear el sensor Sy D
el drea total A, del rectdngulo ABCD.
El drea A se conoce del EsempLoly es A = 1t km?. 2km b
El drea A, se puede calcular conociendo las medidas
dellargo by el ancho a del rectangulo ABCD. F! 4 km A
Calculo de b, largo del rectangulo ABCD. Calculo de g, ancho del rectangulo ABCD.
b’ = (4 km)’ + (2 km)? 2a=b
b’ =16 km? + 4 km? 2a =20 km
2= 20 km? a=Y20,
b =+/20 km 2

Por lo tanto, el area total A, es la siguiente:

AT:ab:@km-mkm: (@-@)kmz

Aplica propiedades de las raices para multiplicar los nimeros irracionales.

@km-mkm_%-(m-m) kmzzé-(m)z kmzzé-zo kmzz%:m kn?

. Expresa el porcentaje solicitado.

. Calcula el producto.

Como hay que multiplicar un numero racional por uno irracional, se puede utilizar una calculadora.

101 = 31,4159265...

. Responde.

El sensor podra monitorear aproximadamente un 31,4 % del parque.

i Unidad 1 « Nimeros



m » Conecta con Fisica.

Para calcular en forma aproximada el tiempo ¢ (expresado en segundos)
que tarda un objeto en caer al suelo si se lo suelta desde una altura h
(expresada en metros), puedes utilizar la siguiente férmula:

h

t=g

# Los objetos «caen» debido a la
fuerza de gravedad de la Tierra.

(Cudntos segundos demora en caer al suelo un objeto si se lo suelta desde una altura de 100 m?

1. Relaciona los datos de la pregunta con las variables de la féormula.

La altura es 100 m, por lo tanto, h = 100. Se pide determinar el valor de la variable t.

2. Reemplaza el valor de la altura en la formula.

t:/L 100 _ /100 _ 10
5V T

3. Racionaliza la fraccién obtenida.

t=

V5 5 5

4. Utiliza una calculadora online para determinar el valor de 2+/5.
Con la calculadora se obtiene que 24/5 = 4,472135...

1(;.@ 10-V5 5

5. Responde.
El objeto demora 4,5 s en caer al suelo, aproximadamente.

Calculadora cientifica online
http://www.enlacesantillana.
cl/#/L25_MAT2MTEU1_6

» ;De qué otra forma desarrollarias %?

o A28\ ;Cémo determinarian la altura desde la que se dejo caer una piedra que tardé 3 s en llegar al suelo?
Compartan su respuesta con los otros grupos y realicen una explicacién paso a paso.

» Parafinalizar la Leccionl...

« ;Comprendiste el lenguaje « ;Qué significa ser responsable
matemadtico utilizado en cuando se trabaja en equipo?
La Leccion? « ¢Fuiste responsable en los

o ¢Utilizaste lenguaje matematico trabajos grupales de esta
para responder las preguntas leccién?, spor qué?
planteadas?, spor qué?

« sFueron interesantes para
ti Los problemas propuestos
en la leccion?, sdemostraste
interés?, spor qué?

« iCémo han influido en tu vida
las nuevas tecnologias, positiva
0 negativamente?, spor qué?
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https://www.desmos.com/scientific?lang=es
https://www.desmos.com/scientific?lang=es

&Y 4 Potencias, raices y logaritmos

Potencias yraices

El diamante es el El diamante se forma a partir de minerales que
mineral natural mds contienen carbono sometidos a altas presionesy
duro que se conoce y .@ ® g altas temperaturas, condiciones que se dan en dos
estd compuesto por \. lugares en la Tierra: en el manto de la litésfera
atomos de carbono ° bajo las placas continentales (a profundidades de
(C) unidos formando ’ entre 140 km y 190 km) y en el lugar de impacto
una estructura ® de meteoritos.

cristalina cubica, )

como se muestra en Dicmante: g eniscestilmacle
la imagen. o Estructura clbica del diamante. L25_MAT2MTEUI_16

Gettylmages/Bjoern Wylezich

# Diamante natural enclavado en kimberlita.

e Sila arista de los cubos en que se organizan e Siel volumen de un cubo fuera V, ;qué expresion
los &tomos de carbono en el diamante representaria a la medida de su arista?
midiera a, jque expresion algebraica « ;Por qué piensas que el diamante es un mineral
representaria a su volumen? tan apreciado para el oficio de la joyeria?

Unidad 1 « Nimeros



https://www.asturnatura.com/mineral/diamante/95.html#:~:text=El%20diamante%20es%20el%20mineral,cara%20denominada%20red%20de%20diamante.
https://www.asturnatura.com/mineral/diamante/95.html#:~:text=El%20diamante%20es%20el%20mineral,cara%20denominada%20red%20de%20diamante.

Las potencias y las raices estan estrechamente relacionadas, como veras a continuacion.

Definicion de una potencia de exponente racional como raiz

Una potencia con exponente racional de la forma % enquepEZ qEN,q#1ya€R (ademis,

si g es par, entonces, a* > 0), puede relacionarse con una raiz mediante la siguiente igualdad:
P

ot = Y

m » Conecta con Quimica.

El volumen de la estructura clbica del diamante es
de 45 A, en que A es la unidad de medida de longitud
llamada «&ngstrom» (1 A =100 m).

{Como puedes expresar en forma de potencia de exponente racional la medida aproximada
de la arista de este cubo?

1. Escribe la relacion entre el volumen V de un cubo y la medida a de su arista.
V=a> =¥ a=3V
2. Expresa la relacion anterior mediante la definicion de potencia de exponente racional como rafz.

Se identifica el indice de la raiz y el exponente de la cantidad subradical.

3
a —_ V <—— No se explicita el
Elindicees3yva exponente, por Lo tanto,
como denominador —— es 1y vacomo numerador.
de la fraccion. l<—‘
a=YV?3
#

3. Responde.
Reemplazando el valor del volumen dado en el enunciado, la medida de la arista puede expresarse

1,
como 453 A.

1
e El ndmero 453, jes racional o irracional? Utiliza una calculadora y responde.

. A28 ;Qué potencia es equivalente a Vb, con b ER, n € Ny n = 1 (ademas, si n es par, entonces, b > 0)?
Generalicen una expresion y compartanla con el curso.

1
o A28 ;Qué potencia obtienen si amplifican el exponente de 453 por 22, jtiene el mismo valor que
la potencia original? Reflexionen colectivamente y generalicen para el caso en que se amplifica
el exponente de una potencia de exponente racional por un nimero entero distinto de 0.
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La multiplicacion y la division de potencias de exponente racional se desarrollan aplicando las mismas
formulas utilizadas para estas operaciones con potencias de exponente entero.

> Multiplicacion de potencias de exponente racional
Para multiplicar potencias de exponente racional, se pueden aplicar las siguientes propiedades,

considerando p, q,1,s€7Z,q#0,s#0ya, bE R - {0}
Conigual base Con igual exponente
Multiplicacion de potencias a%, af: a%*% a% . b% —(a- bﬁ

—>> EJEMPLO 2
33
(Cudl es el resultado, expresado como raiz, de 8 5+3 57

1. Aplica la propiedad de la multiplicacion de potencias de igual exponente.
3 3 3 .
85.3°=(8-3)°=24

o w

2. Expresa la potencia con exponente racional como raiz.

-3
24 5 =324

3. Responde. -
/G
24) -

El resultado es 32473, que también se puede escribir como

> Division de potencias de exponente racional
Para dividir potencias de exponente racional, se pueden aplicar las siguientes propiedades,

considerando p,q,7,.s€7Z,q#0,s#0ya,bER - {0}
Conigual base Con igual exponente
Divisién de potencias a% g5 = a%*f a% : b% ~(a: b)%

—o> EJEMPLO 3
2 1
;Cudl es el resultado, expresado como raiz, de 0,57 : 0,537

1. Aplica la propiedad de la divisién de potencias de igual base.
21 2_1 6-7 a
057:05%=057 3=052 =05 7

2. Expresa la potencia con exponente racional como raiz.
. =1
s F=1057="/(1) - %

3. Responde.
El resultado es 4/2.

e ;Qué te resulta mas sencillo, multiplicar y dividir potencias de exponente racional o desarrollar estas

operaciones con raices?, jpor qué?
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Aplicando la aproximacion de raices y potencias de exponente racional, es posible ubicarlas
en la recta numérica.

—>» EJEmPLO 4

1
(Cudl es la ubicacion aproximada en la recta numérica de 43 ? A partir de lo anterior,

il 1 1
icudl es la ubicacion de 323, 5003 y 40003 ? Redondea a la décima los nimeros decimales.

a1
1. Determina el valor de 43 =3/4 con una calculadora.

0
Se obtiene que 43 =3/4 = 1,58740105...
2. Redondea el valor anterior a la décima.

Cifra de las décimas.

V4 =1,58740105...

Esta cifra es mayor que 5.

1
Por lo tanto, la aproximacion corresponde a 43 =34 = 1,6.

1 11 1
3. Relaciona 43 con 323,5003 y 40003,

Expresando todos los nimeros como raices y aplicando algunas propiedades, se tiene lo siguiente:
1
32:=332=38-4=38-34=2-Y4
a1
5003 =3/500 =3/125-4=3/125-3/4=5-3/4

1
40003 =3/4000 =31000-4=3/1000-34=10-34

1
4. Reemplaza el valor aproximado de 43 = 34.
1
323 =332=2-Y4=2-16=32
1
500° =3500=5-7/4=5-16=8

al
40002 =3/4000=10-34=10-16=16
5. Responde.

La ubicacion aproximada de los nimeros en la recta numérica es la siguiente:

Va 32 /500 /4000
| | | | I| | | | | | | | | | | | | | | | | |
Dl [ | [ || [ [ | [ [ [ [ [ [ [ | [ [ [ =
0 : .5 .10 15 1 20
43 323 5003 40003

 ;Cambiarfa mucho la ubicacion de los nimeros anteriores si se aproximan a la cifra AFTYY uLAcT 33236

de las centésimas? Reflexiona y comenta con tu curso.
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Logaritmos

En 1923, el inventor espanol Leonardo
Torres Quevedo presenté una mdquina
que jugaba ajedrez por si sola muchos
anos antes de que se hablara de
inteligencia artificial. EL autémata,
llamado Ajedrecista, senté las bases para
los futuros programas computacionales,
como Deep Blue, que en 1996 derroté

por primera vez al entonces campedn
mundial vigente, el ruso Garry Kasparov.

Fuente: Picén, J. (19 de junio de 2023). EL precursor
hace 100 afios de la inteligencia artificial con la primera
maquina de ajedrez. Agencia EFE.
http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEUI1_17

Fuente: Rodriguez, R. (10 de febrero de 2021).

El dia que un ordenador derroté a Kasparov:

25 afos del milagro de Deep Blue. EL Confidencial.
http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEUI1_18

Las nuevas generaciones de

bot (programas informaticos
automatizados) resultan casi
invencibles para un jugador
humano, ya que aprenden

por si mismas utilizando

redes neuronales artificiales y
microprocesadores ultrarrapidos.

Fuente: BBC News Mundo. (31 de diciembre

de 2018). «AlphaZero nos supera de manera
profunda»: la computadora que genera su propio
conocimiento y juega como un «superhumano».
BBC Mundo. http://www.enlacesantillana.cl/#/
L25_MAT2MTEUI_19

€ Robot jugando ajedrez con una nifia
durante el Campeonato Mundial de
Ajedrez Rapido y Blitz.

* ;Qué forma tiene un tablero de ajedrez?, ;cuantas casillas tiene en total?

* Sipusieras 2 granos de arroz en cada casilla de un tablero, jcomo determinarias la cantidad total de granos
que habria en él?

« Sipusieras 1 grano de arroz en la primera casilla, 2 en la segunda, 4 en la tercera y asi sucesivamente,
duplicando cada vez la cantidad de granos de arroz, jcomo determinarias la cantidad de granos que
habria en la casilla 7? Responde calculando mentalmente.

o A28, ;Qué problema matemético diferente a los anteriores podrian elaborar utilizando granos de arroz
y un tablero de ajedrez? Usen su creatividad y propongan el problema al curso.
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https://www.bbc.com/mundo/noticias-46705149
https://www.bbc.com/mundo/noticias-46705149
https://efe.com/andalucia/2023-06-19/el-precursor-hace-100-anos-de-la-inteligencia-artificial-con-la-primera-maquina-de-ajedrez/
https://www.elconfidencial.com/deportes/otros-deportes/2021-02-10/ajedrez-garry-kasparov-deep-blue-ordenador-partida_2944324/

El uso de los logaritmos permite trabajar con nimeros grandes en forma simple y rdpida, por lo que, antes
de la invencion de las maquinas electrénicas de célculo, tuvo una amplia aceptacion en diferentes dmbitos
del quehacer humano, tales como Ingenieria, Astronomia, Economia, etc.

> Definicion de logaritmo.

El logaritmo de a en base b, que se escribe log, a, se define como el exponente x de una potencia de
base b cuyo valores a.Paraa € R, bE R* - {1}y x € R, el logaritmo se define de la siguiente manera:

log,a=x & b*=a

En la expresion log, a, se tiene que b es la base del logaritmo y a su argumento.

—>» EsempLo 1

Cuenta una leyenda que en algdn lugar de la India
un inventor llamado Sissa present6 a su rey Sheram
el juego de ajedrez para distraerlo y que este, para
recompensarlo, le dijo que le pidiera Lo que quisiera.
El inventor le sefialé Lo siguiente:

«Deseo que ponga un grano de trigo en la primera
casilla del tablero, dos en la segunda, cuatro en la
tercera y asi sucesivamente, doblando el nimero de
granos en cada casilla, y que me entregue la cantidad
de granos de trigo resultante». X B C D E

Fuente: Ayala, R. (28 de julio de 2022). Conoce la interesante . L .
leyenda del origen del ajedrez. Muy Interesante. 4 Vista de una seccion de un tablero de ajedrez.
http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEUI1_20

A partir de la relacion entre el nimero de casilla y la cantidad de granos de trigo, jen qué casilla habra
256 granos de trigo?

1. Expresa como potencia la relacion entre el nimero de casilla y la cantidad de granos de trigo que habra en ella.

N° de casilla Cantidad de granos Potencia
1 1 2°
2 2 2!
3 4 2?
n 256 2n-!

2. Expresa como logaritmo la cantidad de granos en las casillas 3y n.
Casilla3 =» 2=4 & log, 4 =2
Casillan =» 2" 1=256 <> log, 256 =n - 1
3. Utiliza una calculadora para calcular log, 256.

log,256 =8
4. Responde.

Como n—1=_8,entonces, n=9. Por lo tanto, habra 256 granos de trigo en la casilla 9.

e ;Cuantos granos de trigo habra en la casilla Calculadora de logaritmos online
247 Para responder puedes apoyarte con http://www.enlacesantillana.cl/#/
. . 5_MAT2MTE
una calculadora de logaritmos online. L25 MAT2MTEU1_21

o) -

Leccion 2



https://es.symbolab.com/solver/logarithms-calculator
https://es.symbolab.com/solver/logarithms-calculator
https://www.muyinteresante.com.mx/historia/1108.html

o A28 Determinen con una calculadora el valor de log 10 000, log 1 y log 5. ;En qué caso el logaritmo
es 07 ;Puede la base de un logaritmo ser un nimero negativo?, ;por qué? ;En qué casos un logaritmo
tiene valor negativo?

> Logaritmo decimal

Se dice que un logaritmo es decimal cuando su base es 10 y su uso frecuente determiné que en su
representacion simbdlica no se explicite su base. Para a € R*y x € R, el logaritmo decimal se define de
la siguiente manera:

log,,a=loga=x < 10*=a

e ;Por qué piensas que el argumento de un logaritmo de base 10 (y de cualquier otra base positiva distinta
de 1) debe ser positivo? Intenta encontrar un valor para x € R, tal que el resultado de 10* sea un niimero
negativo y comenta tus conclusiones con el curso.

—>> EJEMPLO 2
A partir de la definicion del logaritmo como potencia, jcual es el valor de log 1 000?

1. Escribe las potencias de 10 para los exponentes 0, 1,2, 3 y 4.
10°=1 10'=10 102=100 10°=1000 10*= 10000
2. Expresa como logaritmos decimales las potencias anteriores.
log1=0 log10=1 log100=2 log1000=3 log 10000 =4
3. Responde.

Observando los logaritmos, se concluye que log 1000 = 3.

e ;Cémo puedes comprobar el valor anterior? Utiliza una calculadora manual o una online y haz la comprobacion.

Para calcular un logaritmo decimal con una calculadora cientifica, debes presionar el botén
que se muestra en la imagen. Luego, escribes el argumento y pulsas «igual» (=). *

» Reflexiona sobre la siguiente afirmacion:

Como puedes ver a continuacion, el valor del logaritmo decimal
de un ndmero formado por un 1 seqguido de n ceros es n.

1 cero 2 ceros 3 ceros

| |
log10 =1 log100 =2 log 1000 =3

Martina
<

;Piensas que es correcto lo que afirma Martina?, jpor qué? Explicay comenta con tu curso.
+ Dependiendo del modelo de calculadora cientifica, puede variar la simbologia del botén que se muestra.

Unidad 1« NGmeros




—>> EJEMPLO 3
{Cuéles son los valores de log, 81, log, 128 y log;,,0,000001?
1. Denomina x, yy z a los valores de los logaritmos.
l0g,81 = x | log, 128 = y | 109,,,0,000001 =z

2. Escribe los logaritmos como potencias.

37 =81 | 4 =128 | 100¢ = 0,000001
3. Desarrolla aplicando propiedades de las potencias.

3r=34 | Q@ =2v=2 | (109 =106

4. Determina el valor de x, y y z teniendo presente que si dos potencias tienen el mismo valory sus bases
son iguales, entonces, sus exponentes son iguales.

2y=7 2z=-6
=4 7 -6
x y= 5 z= > =-3
5. Responde.
Los valores de los logaritmos son los siguientes:
log,81 =4 Iog4128=§ l0g,4,0,000001 = -3

e ;Qué relacion deben tener la base y el argumento para que el valor de un logaritmo sea un nimero entero?
Analiza los resultados anteriores y responde.

[27 /1
log;V 9 +log, V 16
: ?

log 100

—>» EJEMPLO 4

(Cudl es el resultado de

1. Desarrolla las raices cuadradas del numerador.

/27 /1 1 . 1
logsy/ 9 +logi v 16 logsv3+log:—  log,37 +log: 7,
2 2 4 3 2 4

log 100 log 100 log 100

2. Calculalos logaritmos y resuelve las operaciones de nimeros racionales.

N 1 1 5
log,32 +logiy 52 5
2

El
log 100 2 2 4
3. Responde.

5
El resultado es —.
4 HE:LY UL ACT 38a4l
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Y Logaritmos de 1, de la base y de una potencia cuya base es igual a La del Logaritmo
ParabER', b=1yn€R,se cumple lo siguiente:

log,1=0 log,b=1 log,b"=n

e ;Como puedes comprobar las igualdades anteriores? Aplica la definicion de logaritmo y responde.

Y Logaritmo de un producto

El logaritmo del producto de dos nimeros se puede calcular como la suma de sus logaritmos.
Paraa, b,c ER*y b # 1, esta propiedad se expresa de la siguiente manera:

log,(a-c)=log,a+log,c

—>> EJEMPLO 5
{Como puede demostrarse la propiedad «logaritmo de un producto»?

Para comprobar esta propiedad, se calculara el resultado de log, (a - ¢), considerando los siguientes
logaritmos:

log,a=x log,c=y
1. Escribe como potencia cada logaritmo.

log,a=x < b'=a log,c=y & b=c
2. Calcula el producto de las potencias.
asc=bb o a-c=b""
3. Expresa el resultado anterior como un logaritmo.
a-c=b""" < log, (a-c)=x+y
4. Responde reemplazando los valores iniciales de x e y en la expresion anterior.
log,(a-c)=x+y & log,(a-c)=log,a+log, c

—>> EJEMPLO 6
(Cuél es el valor de log, 2437
1. Expresa el argumento del logaritmo como el producto de ndmeros multiplos de 3.
log;243 =10g;(9-9-3)
2. Aplica la propiedad «logaritmo de un producto» y resuelve.

log;(9+9-3)=10g;9 +10g;9+10g;3=2+2+1=5
3. Responde.

El valor es log, 243 = 5.

o A28 ;Cémo pueden comprobar que el resultado del EsempLo 6 es correcto? Reflexionen en conjunto'y
generen una instancia para que cada integrante proponga una alternativa diferente de comprobacion.
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1.

Logaritmo de un cociente

El logaritmo del cociente de dos nimeros se puede calcular como la diferencia de sus logaritmos.
Paraa, b,c ER*y b # 1, esta propiedad se expresa de la siguiente manera:

log,(a:c)= IogbE =log,a-log,c
Cc

—>» EJEMPLO 7

La masa M que queda sin deshacerse de una pastilla efervescente tras un tiempo t de haberla
sumergido en agua, se puede calcular mediante la siguiente formula:

M=0,15.10700*

en que M se mide en gramos (g) y t en segundos (s).

Sila masa de la pastilla en un instante dado es 0,05 g, jcuantos segundos han transcurrido desde que se
la sumergié en agua?

Relaciona los datos de la pregunta con las variables de la formula.

La masa que queda sin deshacerse de la pastilla es 0,05 g, por lo tanto, M = 0,05. Se pide determinar el
valor de la variable t.

2. Reemplaza el valor de la variable M en la formula y desarrolla.

0,05=0,15+ 1079t ¢«——Divide por 0,15 en ambos lados de la igualdad.

005 _0,15

— = ¢ 107992 «——  Calcula el cociente en el lado derecho de la igualdad.

= 10700 —— Calcula el logaritmo en base 10 en ambos lados de La igualdad.

0,05
log (=22 =log 1099
o[ -1

i

. Aplica propiedades de los logaritmos.
log 0,05 -1log 0,15 =-0,02¢t

4. Utiliza una calculadora para determinar los valores aproximados de los logaritmos y resuelve.,

-1,301 - (-0,824) = -0,02¢t
-0477 =-0,02t

-0,02
2385=t

t

. Responde.

Han transcurrido aproximadamente 24 s desde que la pastilla se sumergio en el agua.

* /Qué propiedades de los logaritmos se utilizaron en el paso 3 del EsempLo7? EI_ACT_42

Comenta con tu curso.
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Otras propiedades importantes para facilitar el manejo de logaritmos son las que permiten calcular
el logaritmo de una potencia y el de una raiz.

Y» Logaritmos de una potenciay de una raiz

» Fl logaritmo de una potencia es igual al  FEl logaritmo de una raiz enésima es igual a la
producto del exponente de la potencia por division del logaritmo de la cantidad subradical
el logaritmo de la base de la potencia. por el indice de la raiz. Es decir, si a, b € R,
Esdecir,sia, bER, b= 1,ynER, se cumple b#1,n€Nyn>1,secumple lo siguiente:
lo siguiente:
J J
log,a"=n-log,a Iogb'{/Ezlo—g"—a

e ;Como podrias obtener la expresion del «logaritmo de una raiz enésima» a partir de la del «logaritmo de
una potenciax»? Explica a tu curso.

—>> EJEMPLO 8
{Cémo puede demostrarse la propiedad «logaritmo de una potencia»?
Para comprobar esta propiedad se consideraran las siguientes equivalencias:
x=log,a & b*=a
1. Eleva a nambos lados de la igualdad del lado derecho de la equivalencia anterior.
b=a & b)=a" & b"=a"
2. Aplica la definicion de logaritmo en la tercera igualdad de las equivalencias anteriores.
n — n n —
b"=a" < log,a"=xn
3. Responde reemplazando la x por su valor inicial x = log, a.

log,a"=xn < log, a"=(log, a)-n=n-log, a

—>> EJEMPLO 9
{Como puede demostrarse la propiedad «logaritmo de una raiz enésimax?
Para comprobar esta propiedad se consideraran las siguientes equivalencias:

log, Va=p log,a=q

1. Aplica la definicion de logaritmo en ambas igualdades.
1

bt =an bi=a
2. Reemplaza laigualdad de la derecha en la de la izquierda.
q

n

1 1 q
bh=am & b=0b)" & =b" & p=
3. Responde reemplazando sucesivamente py g en la expresion inicial Iogbnx/a =p.

log,a
n

log, Va=p & Iogb%:% & log, Va =
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»> Cambio de base de un logaritmo

Para cambiar la base de un logaritmo, se calcula el cociente entre el logaritmo del argumento y
el de la base del logaritmo original. Es decir, sia, b, c ER*, con b# 1y c# 1, se cumple lo siguiente:

log.a

log.b

c

log,a =

—>> EJEmPLO 10
{Cuél es el valor de log, 8?
1. Aplica la propiedad «cambio de base de un logaritmos».
Por ejemplo, se puede seleccionar la base 2 para aplicar la propiedad.

log,8 = :Zg—zi
2
2. Calculalos logaritmos aplicando su definicion.
Como 2° = 8, entonces, log, 8 = 3.
Como 2° =4, entonces, log, 4 = 2.
3. Responde reemplazando los valores anteriores.

El valoreslog, 8 =§ =15.

» ;De qué otra forma calcularfas log, 87 Explica a tu curso.

—>» EsempLo 11
;Cudl es el valor de log, 5 - 109, 4 - log, V/3?
1. Aplica la propiedad «cambio de base de un logaritmon».

Por ejemplo, los factores se pueden expresar como logaritmos de base 10.

log5 log4 log+3
log4 log3 log5

log, 5+ 10g,4 - log.\/3 =

2. Aplica la propiedad «logaritmo de una raiz» y simplifica.

log5 log4 logV3 _ logS  log#
log4 log3  log5s —W pq?

1 g3
2 logs
3. Responde.

El valor es log, 5 « 10g,4 « log. /3 = %

E [:1»Y.§ Ul _ACT_43
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Los logaritmos pueden relacionarse con las potencias y con las raices si se cumplen las condiciones
matematicas que a continuacion se especifican.

2> Relacion entre logaritmos, potencias y raices

e Paran€Rya bER, conb=1,loslogaritmosy las potencias pueden relacionarse de
la siguiente manera:

log,a=n < b'=a

e« Parane€N,n#=1,ya bER', conb=1,loslogaritmos y las raices pueden relacionarse de
la siguiente manera:

log,a=n < Ya=b

» Combinando las relaciones anteriores, teniendo en consideracién las condicionesn € N, n# 1,y
a, bE R, con b= 1,es posible establecer la siguiente relacién entre logaritmos, potencias y raices:

log,a=n < b'=a < Ya=b

De lo anterior se deduce que para ejemplificar la relacion entre logaritmos, potencias y raices, se debe trabajar
con logaritmos cuyo valor sea un nimero natural diferente de 1.

—>> EJempLO 12
{Qué potencia y qué raiz estan relacionadas con log 1000 y log, 1024?

1. Identifica la base y el argumento de los logaritmos.

El argumento es 1000. El argumento es 1024.
log 1000 logs 1024
* Como no !
se explicita, La base es 4.
la base es 10.
2. Calcula el valor de los logaritmos.
Como 10° = 1000, entonces, se cumple que: Como 4° = 1024, entonces, se cumple que:
log 1000=3 log, 1024 =5
3. Aplica la relacion entre logaritmos, potencias v raices.
log1000=3 < 10°=1000 < /1000 =10 log,1024=5 & 4°=1024 < 3/1024=4

4. Responde.

« log 1000 esté relacionado con la potencia 10° = 1000 y con la raiz 31 000 = 10.
* log, 1024 esta relacionado con la potencia 4° = 1024 y con la raiz /1024 = 4.

¢ ;Como puedes comprobar que log 1000 =3y log, 1024 =57 Calculadora de logaritmos
Responde utilizando una calculadora de logaritmos online. online
, , . ., . ) http://www.enlacesantillana.cl/#/
e ;Para qué podria servirte la relacién entre logaritmos, potencias L25_MAT2MTEUI_25

y raices? Reflexiona y explica tu respuesta.
o A28 ¢Podrian relacionar log,, 2 con una raiz?, ;por qué? Reflexionen grupalmente y comenten con el curso.
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https://es.symbolab.com/solver/logarithms-calculator
https://es.symbolab.com/solver/logarithms-calculator

La relacién entre logaritmos y potencias permite expresar de diferentes maneras férmulas en aplicaciones
cientificas. Un ejemplo corresponde a la medida de acidez o alcalinidad de una sustancia mediante el pH.

m » Conecta con Quimica.
NEUTRO

El pH es un indicador que permite medir la acidez o alcalinidad de
una sustancia. Se calcula mediante la siguiente expresion:

pH =—-log [H]
en que [H*] representa la concentracién de iones de hidrégeno

presentes en la sustancia. Esta concentracién se mide en moles de
H* por litro de sustancia (mol/L).

ONItvs1v

Escala de pH. »

Si el pH del vinagre es aproximadamente 3, ;cudl es su concentracién de iones de hidrégeno?
1. Reemplaza en la férmula el valor pH = 3 y multiplica por =1 en ambos lados de la igualdad.
3=-log[H'] & -3=log[H']
2. Destaca la base 10 del logaritmo y exprésalo como potencia.
-3=log, [H] < [H]1=10"

3. Aplica la definicién de potencia con exponente negativo.

1Y 1 1
H1=102 & [H=(—) = =——=0,001
[FF] - (10) 10° 1000

4. Responde.

La concentracién de iones hidrogeno en el vinagre es [H*] = 0,001 mol/L.

—>> EJEmPLO 14

Cuando una ciudad estd muy contaminada y precipita, puede producirse el fenémeno llamado «lluvia
acida». Supdn que el agua caida en una ciudad presenta una concentracién de iones hidrégeno de

aproximadamente 0,0000631 mol/L. ;Cudl es su pH?
1. Reemplaza en la férmula de pH el valor [H*] = 0,0000631 mol/L.
pH = -log (0,0000631)

2. Utiliza una calculadora para determinar el valor del logaritmo y responde.

Como -log (0,0000631) = 4,199970..., el pH de la lluvia que cayd en la ciudad es, aproximadamente, 4,2.

E [:1»Y.§ UL ACT_44
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—>» EJempLO 15

Alejandro trabaja para una empresa de
limpieza y estd constantemente expuesto

al sonido del motor de una aspiradora. A 1T m
de la maquina lo oye con la intensidad que
se muestra en la imagen. Si quiere prevenir
riesgos para su salud, ;a qué distancia de

la aspiradora debe ubicarse de manera

que la intensidad del sonido que percibe
sea 6 dB menor?

ShutterStock/Ljupco Smokovski

L - -
.
La intensidad del sonido percibido varfa con la distancia a la fuente sonora. Para intensidades 3, y B,

(medidas en decibeles) percibidas a las distancias d, y d, (medidas en metros) de la fuente sonora,
respectivamente, puede utilizarse la siguiente expresion:

1. Reconoce los datos del enunciado y la incognita.

 Directamente se establece qued, =1my 3, =60 dB.
Como se quiere que Alejandro perciba un sonido 6 dB menor que f3,, entonces, 3, = 54 dB.

 Laincognitaesd..

2. Despejad,.
d_omb L, d
d, ’

3. Reemplaza los valores conocidos y resuelve.

54-60 -6 -3

10 1020 107

4. Utiliza una calculadora para resolver.
3
1

Como el valor de 10 ' redondeado a la milésima es 0,501, el valor de d, es el siguiente:

d2 ~ ]— =
0,501
5. Responde.

Alejandro tendria que ubicarse aproximadamente a 2 m de distancia de la aspiradora.

;3 7 s ol
« Teniendo en consideracion la igualdad 1070 = /107, icuadl es el valor de esta raiz? Utiliza una calculadora
para determinar su valor y asi comprobar el resultado obtenido en el EsempLo 15.

Para calcular el valor de ¥I0= con una calculadora cientifica, debes presionar los siguientes botones: *
+ Dependiendo del modelo de calculadora cientifica, puede variar la simbologia de los botones que se muestran.
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m » Conecta con Fisica.

La energia liberada en un sismo se puede medir utilizando la escala de Richter. A pesar de que para
magnitudes iguales o mayores que 7 se utiliza una escala modificada, la Richter permite relacionar en forma
aproximada la magnitud de un sismo y la energfa liberada en él mediante la siguiente formula:

logE=15R+11,8

en que E es la cantidad de energia liberada medida en ergios (erg) y R es su magnitud en la escala de Richter.

{Cual fue la energia que se libero en el terremoto ocurrido en Valdivia en mayo de 1960 si su magnitud
en la escala de Richter fue 9,6?

1. Reemplaza en la férmula el valor R = 9,6 y desarrolla la expresion.
logE=15R+ 118
logE=15-96+118
logE=144+118
log E = 26,2

2. Aplica la definicién de logaritmo.
log E=262 < E=10*

3. Utiliza una calculadora para determinar el valor de la potencia.

10762 = 1,584893 - 10%

4. Responde.

La energia que se liberd en el terremoto de Valdivia fue, aproximadamente, 1,584893 - 10% erg.

* ;A qué raiz enésima equivale la potencia 10%%%?

« El terremoto ocurrido frente a la costa de la actual Region de Nuble en febrero de 2010 tuvo una magnitud
de 8,8 en la escala de Richter. ;Cémo determinarias cuantas veces menos energia liberd este terremoto si lo
comparas con el de Valdivia de 19607 Explica a tu curso.

» Parafinalizar la Leccion2...

» ¢Qué contenido de esta leccion « iPiensas que es importante « ¢Se escucharon con respeto
te parecié mas dificil?, scudl exponer las ideas y opiniones las opiniones de todos los
de ellos te gustaria reforzar? frente a los temas que se integrantes durante el trabajo

« sQué dificultades tuviste presentan durante la clase?, en equipo?, spodria mejorarse
con el uso de herramientas ¢por que? este aspecto?, ;c6mo?
matemadticas, tanto manuales  ¢Expusiste algunas de tus ideas « ¢Cudl de los temas tecnoldgicos
como digitales? y experiencias durante el trabajo tratados en la leccién despert6

de esta leccion?, spor qué? tu interés?, spor qué?

By UL ACT 45248
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Sintesis de Unidad 1 - Nimeros

Leccionl ¢ Nimeros reales (R)

> Aprendiste...

Ndmeros reales en el entorno

EL conjunto de los ndmeros reales (R) esta
compuesto por Los ndmeros racionales (Q) e

irracionales (Q%).

Raices
* Raices enésimas (cona €ER,nENyn=1.
Ademas, si n es par, entonces, a = 0).
Va=xo x"=a
* Propiedades de las raices (cona, bER, b =0,
nm&Nyn#l m=#1 Ademads, si n es par,
entonces, a, b = 0).

- Raiz enésima de un producto: Vasb="a-Vb

n
- Raiz enésima de un cociente: /% = ;/&
b b
- Raiz de una raiz: a="""a

* Racionalizar consiste en amplificar una fraccion
de modo que no queden raices en su denominador.

Aproximacion y representacion de
nameros reales
* Para estimar V¢, se eligen dos ndmeros x, y € N
que cumplan con la condicién x < ¢ < y, que sean
cuadrados perfectos de dos niimeros naturales
consecutivos ay b de manera que

x<c<y & Jx<e<ly & a<ie<b

e Para ubicar nimeros irracionales en la recta
numeérica, se pueden aproximar o, en el caso de
las raices, utilizar procedimientos geométricos.

Operaciones con nimeros reales
Para operar nimeros irracionales se aplican las
reglas de las operaciones con términos algebraicos
semejantes. Se puede utilizar una calculadora
para calcular el resultado final y hacer las
aproximaciones que sean necesarias.
Cuando hay raices involucradas en una operacion,
se pueden aplicar sus propiedades.

Al trabajar en equipo estos contenidos, scOmo se organizaron para promover
la participacion de todos y todas y para respetar y valorizar los aportes individuales?

» Lograste...

e Comprender y valorar la perseverancia,
la flexibilidad y la originalidad como aspectos
del desarrollo exitoso de tareas y trabajos.

» Exponerideasy experiencias
de manera fundamentada.

* Proteger el entorno natural como
contexto de desarrollo humano.

» Aplicaste...

¢Como equilibras la necesidad de ser
flexible y original con la de seqguir
instrucciones establecidas?

N

¢Como el cuidado del medioambiente
puede influir en la calidad de vida
de tu comunidad?

e La utilizacién de herramientas manuales y computacionales para resolver problemas.

e El uso de lenguaje matematico para identificar ideas y describir relaciones.

e La construccion de representaciones de acuerdo con las necesidades de la actividad.

Unidad 1« Ndmeros




Leccion 2 « Potencias, raices y logaritmos
> Aprendiste...

Potencias y raices

* Relacion entre una potencia de exponente «Conm,nEN, talquem=1L,n#lya bER
racionaly unaraiz (conpEZ,qENyaER. (ademas, si n es par, entonces, a, b > 0), las
Ademas, si q es par, entonces, a? > 0). propiedades de las raices pueden escribirse

a% Y usando potencias a partir de la definicion de

una potencia de exponente racional como raiz.

Logaritmos

* Definicion de logaritmo (cona, bER", b#1,yxER). =P log,a=x < b*=a
* Propiedades de los logaritmos.
- Considerando a, b, cER", conbzlyn€ER.

Logaritmo de un producto Logaritmo de un cociente Logaritmo de una potencia

log, (a - ¢) = log,a + log, ¢ log, (@ : ¢) = log, % = log, a - log, ¢ log,a"=n-log,a
c
. . PR " log,a
- Considerando a, b€ R*, b# 1, n € Ny n>1. Logaritmo de una raiz enésima: log, Va = ——
n

- Considerando a, b,c ER*, con b= 1y ¢ # 1. Cambio de base de un logaritmo: log,a = :ggcz

*ConneN,n=lya bER", b#1, los logaritmos, las potencias y Las raices se relacionan de
la siguiente manera:

loga=n & b'=a < Va=b

¢Qué fortalezas identificaste en ti relacionadas con el interés
y la perseverancia que se requieren para resolver problemas?

» Lograste...

¢Como has utilizado las TIC para
mejorar tu proceso de aprendizaje y
en qué situaciones te han sido dtiles?

e Trabajar en equipo de manera responsable,
construyendo relaciones basadas en
la confianza mutua.

o Utilizar TIC que resuelvan necesidades —
en el entorno educativo y social. ¢Como puede ayudarte en tus
aprendizajes exponer y fundamentar

« Exponer ideas y experiencias de e

manera fundamentada.

» Aplicaste...

* Definiciones y propiedades para explicar demostraciones matematicas.

e La comparacion de modelos para evaluarlos entre si.
BEDLLY | uiacT 49y50

e La evaluacion de procesos para comprobar los resultados de un problema. UL IMA 2
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Una cocina solar parabdlica es un dispositivo que permite cocinar

alimentos usando la radiacion solar como fuente de energia. Consta Fuente: Unidad de
de un reflector o espejo parabdlico que concentra la energfa solar ECOtEC'E;’;‘;g?;C?:aLSaS%Z’jg-
en un Gnico punto (su foco) que puede alcanzar altas temperaturas, Universidad Nacional
permitiendo asf la coccion de Los alimentos. Al realizar un corte ATLEIBIUENTS 00

K K . http://www.enlacesantillana.
transversal sobre esta superficie reflectora se obtiene una pardbola. cl/#/L25_MAT2MTEU2_63

1. ;Qué es una pardbola?, ;podrias dibujar una?, jpor qué piensas que un reflector
parabdlico permite aprovechar mejor la energfa solar que uno plano?

2. ;Qué beneficios tiene para el cuidado del medioambiente el uso de cocinas solares?

» Habilidades del siglo XXI

La colaboracion permite resolver problemas a través del trabajo en equipo,
fomentando el desarrollo de perspectivas diversas y el intercambio de ideas. Expresar
ideas en forma clara y concisa y escuchar en forma activa son elementos esenciales en
la colaboracién, por lo que comunicacion y colaboracién son habilidades inseparables.

« Situvieras que construir una cocina solar, jpiensas que serfa mas efectivo hacerlo
en forma individual o en forma grupal?, jpor qué?

* Imagina que cortas por la mitad la cara frontal del reflector de la imagen, pasando por
su centro. jQué caracterfsticas tendrfa la figura 2D que forma la linea curva de corte?
Comunica tu respuesta al curso.

> Conocimientos previos

« Recordar estos contenidos facilitara tu trabajo en esta unidad.

Productos notables Funcion
(@4 b=+ 2ab + P Es una relacién entre dos variables,
* Cuadrado aror=aTaa de tal manera que a cada valor
de binomio (a—b)*=a’~2ab + b’ de la primera (dominio) le
- SR BT corresponde un Unico valor de la
o difeFrJenCIa 2 (a+b)a-b)=a>-b segunda (recorrido). Generalmente,
a los valores del dominio se
* Producto les representa con la letra xy a

de binomios > (x+b)(x+c)=x*+(b+cx+bc | |osdel recorrido, con la letra y.
con un término

comdn.
Representacion grafica de una funcion Y
3

Una funcién f se puede representar 5 /f\
en el plano cartesiano a partir de .
una tabla de valores. x y=ft

_ 11>
Para f: R — R, tal que f(x) = 2x, =l 2:()=-2 3 2 -1 1 2 3X
se muestran una tabla con 0 2-0=0 ,

: algunos de sus valores y ! 2:1=2 \/

su grafica. -3

« ¢Cudl de estos contenidos necesitas repasar? Coméntalo con tu curso. E

Shutterstock/Yulia_B
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Leccion

Ecuacion cuadratica

Una célula fotovoltaica permite
transformar directamente

la energia luminica del sol

en electricidad. Durante la
generacion de energia no hay
emisién de diéxido de carbono,
lo que hace que la limpieza
sea su caracteristica principal.
El diéxido de carbono es una
de las principales causas del
calentamiento global.

La electricidad asi generada
puede venderse a las companias
de energia eléctrica y también
utilizarse para ahorrar en las
cuentas de luz de los hogares.

> Educacion ambiental

* sQué tipos de energia conoces? Comenta con

tu curso.

* ¢Has visto en tu entorno casas con paneles
solares como los que se muestran en la imagen?,
¢qué opinas del uso de esta fuente de energia?

« AR Diariamente, sen qué utilizan energia?
Discutan grupalmente y generen las condiciones
para escuchar la respuesta de cada integrante.

« AAQ ;Creen que se malgasta energia en el
colegio?, sc6mo podrian realizar una campana de
ahorro de energia? Organicense para identificar
consumos energeéticos innecesarios y buscar entre
todos estrategias que permitan minimizarlos.

E Unidad 2 « Algebra y funciones

Funcion cuadratica

Gettyimages/schmidt-z

Este tipo de medidas y
otras similares, orientadas

a desarrollar la transicién
energética renovable, promueven
el Objetivo de Desarrollo
Sustentable [’ 7 Energia
asequible y no contaminante
para garantizar el acceso a

una energia asequible, segura,
sostenible y moderna para todos.




Una célula fotovoltaica es la unidad méas pequefa que compone un sistema de generacion de energia solar.
Un modulo fotovoltaico estd compuesto por varias células ordenadas en un arreglo rectangular.

Célula fotovoltaica

Médulo fotovoltaico

—2» EJEMPLO 1

En el techo de una casa se instalé una matriz solar formada por varios médulos fotovoltaicos. Si uno de
los mdédulos esta formado por 28 células y esta disefiado de manera que tiene 3 células mas de largo
que de ancho, jqué expresion permite calcular cudntas células se distribuyen a lo ancho de éI?

1. Dibuja una representacion de la situacion.

El médulo se puede representar como un rectangulo, en el que usamos la letra x para sefalar la cantidad
de células que se distribuyen en su ancho.

(x + 3) células

x células

2. Plantea una ecuacién para determinar la cantidad de células que forman cada lado del médulo.

Como en total hay 28 células, la ecuacion es la siguiente:

x(x+3)=28
3. Desarrolla algebraicamente la ecuacion.
x(x+3)=28 &—— Resuelve la parte izquierda de la ecuacién.
x’+3x=28 &—— Resta 28 en ambos lados de la ecuacion.
x*4+3x—-28=28-28 &—— Resuelve la parte derecha de La ecuacion.

x’+3x-28=0

4. Responde.
La ecuacion x? + 3x — 28 = 0 permite saber cuantas células hay a lo ancho del médulo.

> Ecuacién cuadratica
Una ecuacién de segundo grado con una incégnita o ecuacion cuadratica es una ecuacion en la que
el mayor exponente de la incégnita es 2. Su forma general es la siguiente:
ax’+bx+c=0

con los coeficientes a, b, cE Ry a # 0.
e Sib#0yc#0,sedice que la ecuacion cuadratica es completa.
e Sib=00c=00ambas soniguales a0, se dice que la ecuacion cuadratica
es incompleta. E
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Resolver una ecuacion cuadratica ax® + bx + ¢ = 0 (con a # 0) consiste en encontrar sus soluciones o «raices»,
es decir, los valores de la incognita x que hacen verdadera la igualdad. A continuacion, describiremos cuatro
formas de resolver ecuaciones cuadraticas.

>

—>» EJEMPLO 2

Resolucién de ecuaciones cuadraticas usando la raiz cuadrada
Este método se puede aplicar para resolver ecuaciones incompletas con b = 0, es decir, del tipo ax*+ c=0

(enquea,cER a=0y ~£50). Los pasos que puedes seguir son los siguientes:
a

1° Escribe un término en cada lado de la igualdad.

ax’=—c
2° Divide por el coeficiente que acompana a x?.
c
K=——
a

(Cudles son las soluciones de la ecuacion que se muestra en
laimagen? Aplica una raiz cuadrada para resolver.

1. Suma 48 en ambos lados de la igualdad.

3x?-48=0
3x?-48+48=0+48
3x? =48
2. Divide por 3.
3x? =48
3% _48
3 3
x?=16

3. Calcula la rafz cuadrada en ambos lados de la igualdad.
x2=16 = x,=V16=4yx,=-\16=—4
4. Responde.

Las soluciones de la ecuacion 3x? - 48 =0 son -4y 4.

e ;Como podrias comprobar que —4 y 4 son las soluciones o «raices» de la ecuacion 3x? — 48 = 0?

Reflexiona y comunica tu respuesta al curso.

A28\ Sabiendo que en la ecuacién anterior se cumple que:a =3, b =0y ¢ = —48, resuélvanla siguiendo los
pasos del recuadro anaranjado, jobtienes las mismas soluciones que en el Ejemplo 27

Unidad 2 » Algebra y funciones




—>> EJEmpLO 3
{Cémo podrias resolver la ecuacion cuadratica x? + 3x — 28 = 07, jcuales son sus soluciones?

1. Factoriza el lado izquierdo de la ecuacion.

Dos ndmeros cuya suma es 3y su producto es =28 son 7 y —4. Entonces, se cumple que
x’+3x-28=(x+7)(x—4)y laecuacion se puede escribir de la siguiente forma:

x+7)(x-4)=0

2. Analiza las posibles soluciones de la ecuacion factorizada anterior.

» Sienellado izquierdo de la ecuacién se reemplaza x = 4, se obtiene lo siguiente:

4+7)4-4=11-0=0
 Sien el lado izquierdo de la ecuacion se reemplaza x = -7, se obtiene lo siguiente:
(-7+7)(-7-4=0-(-11)=0

e Six#4yx=-7,entonces, (x+7)(x—4) =0.

3. Responde.

Como conclusién, se puede afirmar que los valores x =4y x = =7 hacen que la igualdad (x + 7)(x - 4) =0
sea verdadera. Por lo tanto, las soluciones de la ecuaciéon x’ + 3x - 28 =0son 4y —7.

e ;Cudles son las soluciones de las ecuaciones factorizadas (x + 2)(x - 9) =0y (x — 4)(x — 6) = 0? Aplica la
estrategia del Ejemplo 3 y comparte tus respuestas con tu curso.

Y» Resolucion de ecuaciones cuadraticas por factorizacion
Para resolver una ecuacién cuadratica por factorizacion, se deben sequir los siguientes pasos:

1° Desarrolla la ecuacién para escribirla como una expresion algebraica en un lado y un 0 en el otro.
2° Factoriza la expresion algebraica.

3°Iguala a 0 cada factor y determina los valores de x que hacen verdaderas las igualdades anteriores.
Estos valores corresponden a las soluciones de la ecuacion.

« Para ecuaciones incompletas con ¢ = 0, es decir, del tipo ax?> + bx=0 (enquea, bER, a= 0y b#0),
en el paso 2°, la ecuacion queda como x(ax + b) = 0y, por lo tanto, las soluciones son las siguientes:

X1ZO x2:__
a

» Para factorizar ecuaciones completas del tipo x>+ bx+ c=0(con b,cER, b# 0y ¢ # 0), se buscan
dos nimeros py g, tales que su suma sea igual a by su producto sea igual ¢, es decir,p+qg=by pg=c.
Entonces, las soluciones de la ecuacién son los opuestos aditivos de p y g.

x*+bx+c=0
X+ (p+qx+pg=0
x+p)lx+q =0
Es decir, (x + p) =0 0 (x + g) = 0. Por lo tanto, las soluciones son las siguientes:

X, =-p x,=-q

By U2 ACT 6
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Otro método para resolver una ecuacion cuadratica consiste en completar cuadrados de binomio.

—>> EJempLo 4
{Cudles son las soluciones de la ecuacidn que se muestra en la imagen?

1. Despeja en la ecuacion el término que no presenta la incognita.

El término que no presenta la incognita (término libre) es 3.
Al despejarlo, la ecuacion queda as:

3x-10x=-3
2. Completa el cuadrado de binomio en el lado izquierdo de la ecuacion.

« Divide la ecuacion por 3.

0. _
x*——x=-1
3
~ 10 L[5\ 25
* Suma en ambos lados el cuadrado de la mitad de?,es decir, (2} = 22
3 9
PRIV PE R )
3 9 9

 Factoriza el lado izquierdo y resuelve la adicion del lado derecho.

( 5)2_ 16
x__ —_——
3 9

3. Determina las soluciones calculando la raiz cuadrada en ambos lados de la ecuacion.

Entonces, las soluciones son las siguientes:

4 5_9
x]—i:i > x]:—+—:—:3 xz_iz_i -> xzz_i+£:l
3 3 3 3 3 3 3 33 3
4. Responde.
. . 1
Las soluciones de la ecuaciéon 3x? — 10x + 3 =0 son 3 3.
e ;COmo podrias comprobar que las soluciones
1
del EJEmPLO 4 sON — y 37 Utiliza una calculadora Calculadora de ecuaciones cuadrdticas online
3 http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU2_64

de ecuaciones cuadraticas online y responde.

Y Resolucion de ecuaciones cuadraticas completando el cuadrado

Un método para resolver ecuaciones cuadraticas consiste en utilizar la completacién de cuadrados.
Para aplicarlo, puedes realizar los siguientes pasos:

1° Despejar el término libre de la ecuacion.
2° Completar el cuadrado de binomio en el lado de la igualdad que contiene la incognita.
3° Encontrar las soluciones de la ecuacion, considerando la raiz cuadrada del término libre.

Unidad 2 » Algebra y funciones
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1.

—>» EJEMPLO 5

{Cudles son las soluciones de la ecuacién x? - 10x + 21 = 0? Completa el cuadrado para resolver.

Despeja en la ecuacion el término libre.
x’—10x=-21

. Completa el cuadrado de binomio en el lado izquierdo de la ecuacion.

* Suma en ambos lados el cuadrado de la mitad de 10, es decir, 52 =25. = x>—10x+25=-21+25
« Factoriza el lado izquierdo y resuelve la adicion del lado derecho. > (x-50°=4

. Determina las soluciones calculando la raiz cuadrada en ambos lados de la ecuacion.

V=57 = A
Entonces, las soluciones son las siguientes:
x,—-5=2 % =5==2
x =7 x,=-2+5=3

1
Responde.

Las soluciones de la ecuacion x> — 10x+21=0son 3y 7.

1.

—o» EJEMPLO 6

;Cudles son las soluciones de la ecuacién 8x? — 2x — 1 = 0? Completa el cuadrado para resolver.

Despeja en la ecuacion el término libre.

8x?-2x=1

. Completa el cuadrado de binomio en el lado izquierdo de la ecuacion.

 Divide la ecuacién por8. - x’- %x -1

8
. 1 1\ oo T 1,
* Suma en ambos lados el cuadrado de la mitad de — es decir, | — | =—. = x’——x+—=—+—
4 64 47 64 8 64
2
* Factoriza el lado izquierdo y resuelve la adicion del lado derecho. = (x—]g) :6_94

Determina las soluciones calculando la raiz cuadrada en ambos lados de la ecuacion.

[=2) /%
X-—|=/—
8 64

Entonces, las soluciones son las siguientes:

1T _3 1_ 3
G==== fp=—===
8 8 8 8
x]:i—l—l:i:l x2:*i+l:_£:_L
8 8 8 2 8 8 8 4
Responde.
Las soluciones de la ecuacion 8x? — 2x - 1 =0 son % y— %

BE:LY U2 ACT 7
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Bhaskarall (1114-1185)

Fue un matematico y astrénomo indio. Su labor
representa la cima del conocimiento matemadtico
del siglo XII. Sus aportes incluyen célebres
trabajos con ecuaciones algebraicas, siendo

el mas famoso la deduccion de una férmula
general para resolver ecuaciones cuadraticas.

Fuente: Aznar, E. (s.f.).
Bhaskara,

matemdtico y astrénomo.
Universidad de Granada.
http://www.enlacesantillana.
cl/#/L25_MAT2MTEU2_65

> Resolucion de ecuaciones cuadraticas con la formula general

La férmula general para resolver una ecuacion cuadratica del tipo ax?+ bx+ c=0(cona, b,cERYy
a#0) es la siguiente:

_ —b+Vb’-4ac
2a
Por lo tanto, llamando x; y x, a las soluciones, se tiene que:
‘= -b+ b’ —4ac _ —b—-+b’-4ac
1 2a ’ 2a
Se define el discriminante (A) de una ecuaciéon cuadratica a la siguiente expresion:
A=0b’-4ac
Usando esta definicion, las soluciones de la ecuacién son las siguientes:
-b++A —b- A
x1 = E— _x2 = —
2a 2a

Las soluciones o raices de una ecuacion cuadratica son reales si se cumple que A > 0, es decir, si b2 > 4ac.

—>» EJEMPLO 7
;Cudles son las soluciones de la ecuacién 2x2 + 7x — 15 = 0? Utiliza la férmula general para resolver.

1. Identifica los coeficientes de la ecuacion.
a=2 |  b=7 | c¢=-15
2. Reemplaza los valores en la formula general y desarrolla.

oo bV —dac 7 +\7-4.2(-15) _ 7494120 _ 74169 _ -7+13
2a 242 4 4

3. Separa las soluciones.

IN

4. Responde.

Las soluciones de la ecuaciéon 2x? + 7x - 15=0 son %y -5,

o A28 Dado que las soluciones de la ecuacién 2x2 + 7x — 15 = 0 son reales, jse cumple que A= 00 A < 0?,
;como lo sabes? Comenten su respuesta con 0s otros grupos.
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—>» EJEMPLO 8

;Cudl es el drea del triangulo rectangulo de la imagen?
Aplica el teorema de Pitdgoras y resuelve la ecuacion (2x+3) cm (5x—=1)cm
cuadratica asociada utilizando la férmula general.

1. Aplica el teorema de Pitadgoras utilizando las medidas de (x+1)cm
los lados del triangulo rectangulo.

El teorema de Pitdgoras establece que el cuadrado de la medida de la hipotenusa de un tridngulo
rectangulo es igual a la suma de los cuadrados de las medidas de sus catetos.

Px+3)2+x+1)2=06Bx-1)?

2. Resuelve los cuadrados de binomio en la ecuacion anterior.

x> +12x+9)+(?+2x+ 1) =(25x*> = 10x+ 1)

3. Agrupa los términos semejantes, reducelos y escribe la ecuacion cuadratica en su forma general.
(Ax’ + x> = 25x) + (12x+2x+ 10x) + O+ 1-1)=0
-20x°+24x+9=0
4. Identifica los coeficientes de la ecuacion.
a=-20 | b=24 | =9
5. Reemplaza los valores en la férmula general y desarrolla.

oo bV —dac _ 24+ 27 -4.(20-9 _ -24+576+720 _ -24+1296 _ -24+36
2a 2+ (-20) -40 -40 ~40

6. Separa las soluciones.

-24 + 36 12
X, = =

L 24-36 _ 60 _ 3
W -40 -40

2 -40 -40 2

3
= - — =03
10

7. Decide cual de las soluciones se utilizara para determinar las medidas de los lados del triangulo.

x,=-03 x,=15
© 2x +3=2-(-03)+3=24 © 2x,+3=2-15+3=6
o X +1=-03+1=07 o X, +1=15+1=25
* 5x -1=5-(-03)-1=-25 * 5x,—1=5+15-1=65
Como una de las medidas que se obtiene es Como las tres medidas son positivas, se utilizara
negativa, esta solucion no sera considerada. esta solucion para calcular el drea del tridangulo.

8. Calcula el drea A del triangulo con las medidas anteriores.

El area de un tridngulo rectangulo se puede calcular como la mitad del producto de la medida de sus
catetos. En este caso, las medidas de los catetos son 6 cmy 2,5 cm.

_ 6cm-25cm 15

A =—=m’=75cm?
2 2

9. Responde.

El drea del tridngulo es 7,5 cm?. BELYY  u2 AcT san

U2_IMA_1
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Funcion cuadraticay su grafica

Tradiciones ancestrales Rapa Nui ChileTravel

En febrero de cada ano Los habitantes de Rapa Nui
organizan una celebracién cultural y deportiva
llamada Tapati que permite mantener vivas sus
practicas ancestrales relacionadas con la pesca,

la elaboracién de artesania y el cultivo de la tierra,
entre otras.

Algunas de las principales competencias que
se llevan a cabo son las siguientes:

* Takona: involucra pintura corporal para
mostrar el estatus dentro de la sociedad.

* Pora: competencia de nado sobre flotador
detotora.

* Vaka Ama: competencia de canotaje en
embarcacion de totora.

* Vaka Tuai: competencia en que, reunidos en
grupos, los participantes deben recrear una
embarcacién tradicional y navegar en ella.

* Haka Pei: competencia en que Los participantes

se deslizan por la ladera de un volcan acostados
sobre un trineo hecho de troncos de platanos.

Fuente: Memoria Chilena, Biblioteca Nacional de Chile. (s.f.).
Rapa Nui. Ministerio de las Culturas, las Artes y el Patrimonio.
http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU2_66

| ]

.70 Rl o

o Competencia Vaka Ama practicada en Rapa Nui.

El Tau Ki Te Huri es una practica ancestral de Rapa Nui que consiste
Fuente: Rosales, T. (27 de marzo de 2020).

en arrojar una lanza de madera con punta de obsidiana, construida por Isla Tradiciones; Tau Ki Te Huri: un deporte

f : : 2 ancestral de Rapa Nui. Canal 13.
Log proplos competldorgs, para intentar acertar a un trpnco de platanos. httpel/www.enlacesantillana.cl/#/125.
Originalmente era realizado como parte del entrenamiento para la pesca. MAT2MTEU2_67

 ;Qué figura crees que podria trazar en el aire una lanza al ser arrojada por un participante del Tau Ki Te Huri?
Comenta con tu curso.

e ;Cudles de las practicas culturales descritas de los rapa nui te gustaria realizar si tuvieras la oportunidad?,
ipor qué?
o A8, ;Piensan que para incorporar la vision v las tradiciones de los Pueblos Originarios se podria

implementar la practica de deportes como el Palin mapuche y el Vaka Tuai, el Haka Pei'y el Pora rapa nui en
los colegios? Comuniquen su respuesta al curso e intercambien argumentos para justificarla.
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https://www.memoriachilena.gob.cl/602/w3-article-94003.html

>> Funcion cuadratica « EL simbolo C se lee «subconjunto» y sefiala

En forma general, una funcién cuadratica puede definirse por que un conjunto estd incluido en otro.

f: R—> RCR tal quef(x) =ax’+bx+ccona b cE Ry a=0. * EL simbolo € representa 'La «pertenencia»
de un elemento a un conjunto.

—>» EJEmpLo 1

flx) =-0,05x+x+2

En uno de sus entrenamientos, un competidor de Tau Ki
Te Huri realizé un lanzamiento cuya trayectoria puede
describirse en forma aproximada por la expresion que
se muestra en laimagen, en que x representa la posicion
horizontal de la lanza e y = f(x), la vertical.

iCudl es la grafica que representa la trayectoria de su lanza?  a Captura de pantalla de

http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU2_68.
1. Construye una tabla para algunos valores de x y f(x).

x y=f(x) (x, y)
2 | f(-2)=-005+(-22+(-2)+2=-02 | A(-2-02)
1 F(1)=-005+-12+1+2=2,95 B(1;2,95)

4 f4)=-005-4+4+2=52 C(4;5,2)
10 | f(10)=-0,05-10+10+2=7 D(10,7)
15 | f(15)=-0,05+152+15+2=575 E(15;5,75)
20 | f(20)=-0,05-202+20+2=2 F(20,2)

22 | f(22)=-005-222422+2=-0.2 G(22;-0,2)

2. Dibuja los puntos en el plano cartesiano.

Y D
7 L J
‘ E
[ ]
5 C e
4
5B
F
2 L]
1
A G X
3124(]) 123456 7 89 10111213141516 17 18 19 20 21 5,

3. Une los puntos para responder.

w Ao

o

—3\/_2—17? 12 3 45 6 7 8 9 10N 12131415161718192021;2\

e Enla gréfica anterior, jqué tramo de la curva representa el lanzamiento real de la lanza?
. . . U2_ACT_12
Reflexiona considerando que las variables x e y deben ser mayores que 0. E -
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Existen diversos software en internet que te permiten graficar funciones
Software matematico online

en forma répida y sencilla. Veremos un ejemplo a continuacion. http://www.enlacesantillana.
cl/#/125_MAT2MTEU2_69

—>» EJEMPLO 2

{Cual es la grafica de la funcion real f(x) = 2x2 - 4x + 3? Utiliza el software matematico sugerido.

1. Abre el programa y observa el extremo superior izquierdo.

B4~ b 00 £ N =

E Entracla _|'|F'|.'

2. Escribe la expresion 2x? — 4x + 3 en Entrada...

Se debe tipear 2x**2 — 4x + 3y, automaticamente, aparecera lo siguiente:

DB 5 Yol =Ir RN e

B f)=22-8x+3 =

3. Observa el plano cartesiano del software y responde.

La gréfica de la funcion real f(x) = 2x? — 4x + 3 es la siguiente:

AR - v SR

& il e ifodnsd Ey 'I
El programa ofrece solo una
| parte de la representacion
gréfica de la funcién, ya que
| las lineas de la pardbola se
| prolongan indefinidamente
i «hacia arriba».

=
-
i
=
-
= m i
v

» Enelejemplo anterior, jtuviste alguna dificultad para utilizar el software durante tu construccion?, ;por qué?
Comparte tu respuesta con el curso.

o A9\ ;Qué caracteristicas pueden destacar de la parabola que representa a la funcién fen el plano cartesiano?
Comuniquen su respuesta al curso y compleméntenla con las que den los otros grupos.

> Gréfica de una funcién cuadratica
El grafico de una funcién cuadratica de la forma f(x) = ax? + bx + ¢ (con a # 0) se llama parabola.
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Ya debes tener una idea aproximada de las principales caracteristicas de una parabola. A continuacion,
revisaremos algunas de ellas en detalle.

> Concavidad de una parabola

En una funcion cuadrética de la forma f(x) = ax? + bx + ¢, (con a # 0), el signo del coeficiente a
determina el tipo de concavidad que tiene la parabola que la representa.

e Sia>0,lapardbolaes e Sia<0,lapardbolaes
concava hacia arriba. concava hacia abajo.
y y
A ;
Eje A A
Vértice —a
-~ Q)
En la definicin
Eje de concavidad, las
expresiones «hacia
arriba» y «hacia abajo»
hacen referencia,
> x > X respectivamente, a
Los sentidos positivo
y negativo del eje Y.
e Vértice

—>» EJEmPLO 3

i{Como es la concavidad de la grafica de la funcion real f(x) = -0,5x2 + 2x - 17

1. Identifica el coeficiente a de la funciény sia>0o0a < 0.
Software matematico online

5 http://www.enlacesantillana.
f(x) = %+ 2x—1 cl/#/L25_MAT2MTEU2_70

Como se puede observar, a =-0,5y, por lo tanto, se cumple que a < 0.

2. Aplica el criterio para determinar la concavidad de la parabola.

La condicién a < 0 determina que la pardbola es concava «hacia abajo».

3. Comprueba en un software matematico y responde.

1
La parabola que representa graficamente a la funcion real /_\

f(x) =-0,5x%+ 2x — 1 es concava «hacia abajo». Esto puede 0 1 2 3 40X
comprobarse observando la gréfica de la funcion construida _
con el software matematico.

-2

e ;Coémo identificarias el valor del coeficiente a si la funcién se expresa con sus términos en diferente orden
al que has visto hasta ahora, como por ejemplo para f(x) = 10 + x? - 5x?

Explica a tu curso. EZ_ACT_B
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Fue una matemadtica britdnica que pertenecié
a la exclusiva Royal Society. Recibi6 diversos
Mary Lucy Cartwright reconocimientos por sus trabajos relacionados
(1900-1998) con la teoria del caos. Formulé un método
para obtener el valor maximo de funciones,
conocido como el teorema de Cartwright.

—>> EJEMPLO 4

Respecto de la gréfica de la funcién cuadratica f(x) = x? - 4x - 5, jcudl es su valor maximo o su valor
minimo? ;Cual es la ecuacion de su eje de simetria?

1. Construye y analiza la pardbola que representa a la funcion.

4

3 En la gréfica, se observa lo siguiente:

» La pardbola es concava hacia arriba, porque el
valor del coeficiente a es 1.

4 32 LI I 6 71 8  Existe un valor minimo en el punto (2, -9).

« Elintervalo de que asume para la variable x
(dominio de f) son todos los nimeros reales (R).

* Elintervalo de valores que asume la variable y

54 (recorrido de f) es [-9, +eo .

-6 * El eje de simetria corresponde a la recta L de

-7 ecuacion x = 2.

2. Responde.

 La pardbola es céncava hacia arriba y, por lo tanto, el vértice corresponde al valor minimo de la funcién.
 Su valor minimo corresponde al punto V(2, -9).
* Laecuacion de su eje de simetria es x = 2.

Y Vérticey eje de simetria de una parabola

En la pardbola que representa graficamente a una funcién cuadrética de la forma f(x) = ax? + bx + ¢
(con a # 0) se verifica lo siguiente:

e Tiene un vértice, que corresponde a su punto maximo (si a < 0) o minimo (si a > 0). El vértice

b b
vi-Z, f[-2])
corresponde a ( o f( 2a>)

« Essimétrica respecto del eje Y (si b= 0) o respecto de una recta paralela a él lamada eje de simetria.

. . : ] b
La ecuacion del eje de simetria corresponde a x = o
a
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—>> EJEMPLO 5

Respecto de las graficas de las funciones f 'y g definidas como f(x) = 2x + 3 y g(x) = x?, ;qué se puede
concluir al comparar el cambio en el valor de sus variables y sus intervalos de crecimiento y decrecimiento?

1. Construye tablas de valores de f y gy responde analizando el cambio en el valor de sus variables.

flx)=2x+3 gx) =2
X y X y
-3 3 -3 9
+1 +2 +1 -5
+1 é - .l '§+2 +1 é -2 4 g -3
ng— L D ng— L B
+1d 0 & D +2 +1Q 0 0 D +1
+1d 1 ° P +2 +1d 1 ! P +3
MG L D g2 Y Dus
3 9 3 9
En la tabla se observa que si el valor de x En la tabla se observa que si el valor de x
aumenta en 1, el de y aumenta en 2. Por lo aumenta en 1, la variacion del valor de y no
tanto, la pendiente de esta funcion es constante es constante, ya que disminuye y aumenta en
eiguala 2. cantidades diferentes. Por lo tanto, la pendiente
de esta funcién no es constante.

2. Construye las gréficas de f y gy responde analizando sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

flx)=2x+3 gx) =7
Y

9 Y

Se observa que la gréfica de la funcién es Se observa que la gréfica de la funcion es
creciente en todo su dominio, es decir,en R. decreciente en el intervalo que vade —ec a 0y
es creciente en el intervalo que va de 0 a 4.

E U2_ACT 14

U2_AUD_L
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—>» EJEMPLO 6

Durante un entrenamiento,

una futbolista pateé la pelota
con todas sus fuerzas y el baléon
siguio la trayectoria fque se
muestra en la imagen, en que x
e y estan medidos en metros (m).

fx)=-01x>+2x+1

<-—— En este punto comienza

(Cudl fue la distancia horizontal ’ el movimiento. p
que recorrio la pelota hasta ; Ol o » >
impactar el suelo en el punto P? ol 3

1. Interpreta la situacion.

Dado que la trayectoria del balon se modela mediante una funcién cuadratica, queda representada
por una parabola que se interseca con el eje X en dos puntos, x, y x,, y que este segundo punto de
interseccion permitird responder la pregunta planteada en el enunciado.

2. Plantea la ecuacion cuadratica f(x) = 0 y reconoce sus coeficientes.

La ecuacion es —0,1x% + 2x + 1 =0y sus coeficientes son:
a=-01 |  b=2 c=1
3. Resuelve la ecuacién cuadratica.

Aplicando la férmula general de resolucion y sustituyendo el valor de los coeficientes, se obtiene
lo siguiente:

_ —bxb’—4ac _ 2+2-4-(-01)-1 _ 2+V4+04 _ -2++/44

X
2a 2-(=0,1) -0,2 -0,2
x1:72+m:27\/ﬂ:_0,488 x2: 727\/4?:2—"_\/4?:20’488
-0,2 02 -0,2 0.2

4. Responde.

Como la variable x representa una distancia, solo se considera la solucién positiva. Por lo tanto, el balon
recorrié aproximadamente 20,5 m antes de impactar el suelo.

p

Interseccion de una parabola con el eje X

La parabola que representa a una funcion cuadratica de la forma f(x) = ax? + bx + ¢, con a # 0, puede
intersecarse con el eje X en 1 punto, en 2 puntos o en ningun punto. Para determinarlo, se utiliza el valor
del discriminante A = b? - 4ac de la ecuacion cuadratica ax? + bx + ¢ = 0 asociada a la funcion f, de
manera que se cumple lo siguiente:

e SiA>0,lapardbola se interseca con el eje X en 2 puntos.

e SiA=0,lapardbola seinterseca con el eje X en 1 punto.

e SiA<O,lapardbola no se interseca con el eje X.

e Teniendo en consideracion que la parabola que representa la trayectoria de la pelota en el EsempLo 6 y

el eje X se intersecan en dos puntos, ;cual de las relaciones es correcta en la ecuacion f(x) =0: A > 0; A=0
0A<0?, ;porqué?
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Y» Interseccion de una parabola conel eje Y

La parabola que representa a una funcién cuadrética de la forma f(x) = ax? + bx + ¢,con a # 0, se
interseca con el eje Y en un punto cuyas coordenadas son (0, ).

—>» EJEMPLO 7

Un pdjaro se zambulle en el mar para obtener su alimento. En la imagen se muestra una seccién de la
representacion en el plano cartesiano de la funcién f, que describe en forma aproximada la trayectoria
del ave mediante las variables x, posicion del ave en la direccién horizontal (medida en metros), e y,
posicion del ave en la direccién vertical (medida en metros).

’73“/ 06 fl)=x? +08x-06
04

< 1 1 1 1 1 1 1 1
T T T

-16 -14 - 08 -06 -04

06 08 X

Si el ave obtiene su alimento en el punto P, jcual es la diferencia de profundidad entre este punto y el
de la profundidad maxima que alcanza en su trayectoria?

1. Interpreta la situacion.
» El punto P corresponde a la interseccién de la trayectoria del ave y el eje Y.
 FElave alcanza la méaxima profundidad en el vértice V de la pardbola que representa su trayectoria.
 Para responder la pregunta, hay que calcular la diferencia entre las ordenadas de los puntos Py V.
2. |dentifica los coeficientes de la funcién.
b=038 c=-06

a=1
3. Determina la ordenada del punto Py la del vértice V de la pardbola

Punto P Punto V

El punto P corresponde a la interseccion Las coordenadas del vértice V son las siguientes:
de la pardbola con el eje Y. Por lo tanto, V(— b ( b )): ( 08 ( 08 ))

sus coordenadas son las siguientes: a 24 —;,f oL

P(0, ¢) = P(0; -0,6)

V(-04; i-0,4))
V(-04; (<047 + 0,8+ (~0,4) - 0,6)
V(-0,4,0,76)

4. Calcula la diferencia entre las ordenadas de los puntos Py V'y responde.
-06-(-0,76)=-06+0,76=0,16

La diferencia de profundidad es 0,16 m.
By U2 ACT_ 15a18
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La oferta se puede definir como la
cantidad de unidades de un bien o
servicio que estan disponibles en el
mercado, mientras que la demanda
designa la necesidad por el bien

o servicio, es decir, la cantidad de
unidades que los clientes estan
dispuestos a adquirir.

La oferta y la demanda afectan a la
economia de manera significativa.
Sila oferta de un bien o servicio es
mayor que la demanda, su precio
baja y, en forma complementaria,

si la oferta es menor que la demanda,
su precio tiende a subir.

Ingresa a
http://www.enlacesantillana.
cl/#/L25_MAT2MTEU2_72
para observar una explicacién
concreta de los conceptos de
oferta, demanda y mercado.

# Deforestacion como consecuencia de la sobreexplotacion de la madera.

La actividad econémica genera una

demanda creciente de recursos Como una forma de replantear los procesos de produccion,
naturales y activos ambientales. Dado los patrones de consumo, Los materiales, el transporte, la
que muchos de Llos bienes y servicios que generacion de energia, la cadena agroalimentaria, la generacion y
proporciona el medioambiente tienen tratamiento de residuos, entre muchos otros aspectos, se propone
un precio bajo o son gratuitos, se genera la economia circular, que se asocia con Los conceptos de reducir,
un exceso de demanda por parte de los reparar, recuperar, reutilizar y reciclar, y que pretende generar
agentes econémicos y esto deviene en oportunidades de emprendimiento, negocios, empleo e impulso
una sobreexplotacion. econémico para promover la innovacion, la productividad y
el cuidado medioambiental.
Fuente: Escalante, R. y Catalan, H. (2005). Economia
ambiental: una revision temdtica y bibliogrdfica Fuente: Cabrera, F. (Noviembre de 2021). Economia circular:
actual. Universidad Nacional Auténoma de México, concepto, implicancias, indicadores y sistemas de monitoreo.
Facultad de Economia. Biblioteca del Congreso Nacional de Chile/BCN.
http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU2_73 http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU2_74

 ;Qué industria nacional piensas que tiene un impacto ambiental negativo? Comenta con tu curso y justifica
tu respuesta.

o A28, Averiglien qué es la huella ecoldgica en http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU2_75
[Fuente: Caballero, A. (30 de octubre de 2023). Huella ecoldgica: definicién, cdlculo y reduccién. Climate
Consulting by Selectra]. ;Qué acciones concretas podrian realizar para disminuir su propia huella ecolégica?
Propongan grupalmente algunas medidas inmediatas y otras que pueden aplicar a mediano plazo, y
compartanlas con su curso.

o« A28\ jEn qué industrias nacionales han notado que se aplican algunos conceptos de la economia circular?,
icreen que el aporte de las acciones que implica esta economia es significativo para el cuidado del
medioambiente?, jpor qué?
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—>> EJEmpLo 1

1. Interpreta la situacion.

siguiente relacion:
g=f+10

2. Resuelve la operacion anterior y comprueba graficando las
funciones.

Resolviendo, se obtiene lo siguiente:
g=f+10
g=050-2x)+10
g=50-2x"+10
g=060-2x
Una seccion de las gréficas de ambas funciones se muestra

en laimagen y evidencia el desplazamiento de una gréfica
respecto de la otra.

3. Responde.
La funcién g queda definida por g(x) = 60 — 2x°.

Las flechas 4 muestran el desplazamiento
de 10 unidades «hacia arriba».

Considera la funcion cuadratica f(x) = 50 - 2x?. ;Cudl es la expresidn algebraica que define a la funcion g
si su grafica se encuentra desplazada «hacia arriba» 10 unidades respecto de la de f?

Dado que la gréfica de g se encuentra desplazada 10 unidades «hacia arriba», se cumple la

55
50
45
40
35
30
25
20
15
10

T2 3 4 5 6 7 X

o A28 ;Cémo podrian comprobar el desplazamiento de las gréficas observado en el ejemplo anterior?

Utilicen un software matematico online y respondan.

Software matemaético online
http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU2_76

Desplazamiento vertical de una parabola

La parabola que representa a una funcion cuadrética definida como f: R - RC R, tal que
fx)=ax’+bx+c cona b cERya=0,sedesplaza k unidades a lo largo del eje Y (con k ER)

si se suma k a la funcion.

* Sik>0,lagréfica de la funcion real g(x) = f(x) + k estd desplazada «hacia arriba» en k unidades

respecto de la gréfica de f(x).

* Sik <0, lagrafica de la funcion g(x) = f(x) + k esta desplazada «hacia abajo» en k unidades respecto

de la gréfica de f(x).

EU27ACT719
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https://www.geogebra.org/classic?lang=es

> Desplazamiento horizontal de una parabola
La parabola que representa a una funcion cuadratica definida como f: R — R C R, tal que f(x) = ax’ + ¢,
cona,cERya=#0,sedesplaza r unidades a lo largo del eje X (con r € R) si la funcion se evalta en (x + 7).
e Sir>0,lagréfica de la funcion real f(x + r) = a(x + r)? + ¢ estd desplazada «hacia la izquierda»
en r unidades respecto de la grdfica de f(x).
e Sir<0, lagrdfica de lafuncion f(x + r) = alx + r)? + ¢ estd desplazada «hacia la derecha» en r unidades
respecto de la gréfica de f(x).

—>» EJEMPLO 2

Una funcion real f queda definida como f(x) = -5x2 Se van a determinar las funciones gy h, de manera que

* la gréfica de g esté desplazada «hacia la izquierda» en 3 unidades respecto de la de f.

« la gréfica de h esté desplazada «hacia la derecha» en 2 unidades y «hacia abajo» en 1 unidad respecto
deladef.

{Qué expresiones algebraicas definen a las funciones gy h?

1. Caracteriza las funciones gy h a partir de la funcion f.

Funcion g: como estéd desplazada 3 unidades Funcion h: como esta desplazada 2 unidades
«hacia la izquierda», corresponde a «hacia la derecha» y 1 unidad «hacia abajo»,
gx)=flx+3). corresponde a h(x) = fx—2) - 1.

2. Desarrolla las expresiones de gy h y comprueba graficando las funciones con un software
matematico online.

Funcién g Funcién h
gx) =flx+3) hx)=flx-2)-1
=-5(x + 3)? =-5(x-2)2-1
=-5x?+6x+9) =-5(x2—4x+4)-1
=-5x?-30x-45 =-5x?+20x-20-1
=-5x2+20x - 21
Graficas de las funcionesfy ¢ Graficas de las funcionesf y k
Y Y
1 1
X _ X
) 1 -2 1|23
4 La flecha =
muestra el
h desplazamiento
de 2 unidades
Las flechas <— «hacia la derecha»
muestran el yla ﬂecha*,
desplazamiento de el movimiento
3 unidades «hacia de 1 unidad
la izquierda». «hacia abajo».
3. Responde.
Las funciones de variable real quedan definidas de la siguiente manera:
gx) =-5x?-30x-45 h(x) =-5x%+20x - 21
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Y»> Dilatacion y contraccion de una parabola

La parabola que representa a una funciéon cuadratica definida como g: R - RC R, tal que g(x) = ax?,
conaE€R*ya=#1, corresponde a una dilatacion o a una contraccion respecto de la que representa a la
funcion cuadratica f(x) = x2, dependiendo del valor de a.

e Sia>1,lagrafica de la funcion g se contrae respecto de la de la funcion f, es decir, sus ramas se
acercan progresivamente una a la otra y también al eje Y.

* Si0<a<1,lagraficade lafuncion se dilata respecto de la de la funcién £, es decir, sus ramas se alejan
progresivamente una de la otra y también del eje Y.

—>» EJEMPLO 3

La funcién real f queda definida como f(x) = x2. Ademas, se definen las funciones reales g,(x) = 10x?y
£,(x) = 0,5x2 Se quiere comprobar lo siguiente:

* respecto de la grafica de f, la de g, corresponde a una contraccion.
* respecto de la grafica de f, la de g, corresponde a una dilatacién.
iSon correctas las afirmaciones anteriores? Comprueba graficando las funciones.

1. Caracteriza las funciones g, y g, respecto de f.

* Enla expresion de la funcion g,, se cumple que
a > 1, porlo tanto, su grafica corresponde a
una contraccion respecto de la de la funcion f.

* Enla expresion de la funcion g, se cumple que
0<a<1,porlotanto, su grafica corresponde
a una dilatacion respecto de la de la funcion f.

2. Verifica lo anterior graficando las funciones y responde.

Observando las graficas que se muestran en la imagen,
se comprueba que las afirmaciones son correctas.

Las flechas de color @ muestran una contraccién
y las flechas de color @, unadilatacion.

o A28\ ;Qué variacion presenta la gréfica la funcion g: R — RCR,
tal que g(x) = ax? cona € R"y a # -1, respecto de la gréfica de
la funcion cuadratica f(x) = —x? para los casosa < -1y -1 <a < 0?
Respondan utilizando un software matemético online.

Software matemadtico online
http://www.enlacesantillana.
cl/#/L25_MAT2MTEU2_77

» Para finalizar la Leccionl...

« sQué forma tiene la
representacion grafica de
una funcién cuadratica?

« Enrelacién con la gréfica de una
funcion cuadratica f, squé utilidad
tiene resolver la ecuacion f(x) = 0?

« sActuaste con proactividad
durante el trabajo en equipo?,
épor qué?

« ¢Te ayudé a resolver problemas
el uso de herramientas
computacionales?, ;por qué?

« ¢Realizas acciones concretas
para proteger el entorno
natural?, spor qué?

« sQué fendmenos puedes
modelar usando la
funcién cuadrdtica?

HIEEDRYY U2 ACT_4,5,20,21,22y 23
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2 4 Funcioninversa

Concepto de funcioninversa

La reversibilidad del pensamiento puede ser vista
como un retorno al punto de partida después de un
proceso mental, aplicando un proceso inverso. En
general, requiere ser consciente de los pasos que
se siguieron en un sentido para poder aplicarlos en
sentido inverso.

En matematica se puede constatar que existen
relaciones inversas, tales como Los pares
adicién-sustraccion y multiplicacion-division.

Fuente: Ascencio, R. (3 de abril de 2019). Reversibilidad en matemadticas:
Jpor qué es importante al ensefiar y aprender? Impulso Matematico.
http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU2_78

| |
L x®
+
w
Shutterstock/KT studio

# Plantar un arbol para revertir la tala de un arbol.

La reversibilidad aplicada a la ecologia podria establecerse como una

prioridad, compensando cada arbol que se tala con un arbol que se planta.

Sin embargo, la rapidez de la deforestacion impide que esto sea posible. e | e dl el AT

Ademas, el cambio de la flora nativa, que es reemplazada por fordanea, (s.f.). Siembra por Chile. Ministerio de Ag[jicucl;qtra
= 9 . g e Ie.

provoca un dafo irreparable al medioambiente.

http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_

. . . MAT2MTEU2_7
«Siembra por Chile» es un plan con medidas que buscan aportar a AR

la reactivacién econémica del pafs, a la mitigacién de precios, a la R e ek

» ) ) . ) mayo de 2024). Gobierno lanza programa
generacion de empleos y a la seguridad alimentaria de sus habitantes, Siembra por Chile con $131 mil millones.
con foco especial de inversion en la Agricultura Familiar Campesina (AFC) Ministerio de Agricultura de Chile.

http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_

e Indigena a través del Ministerio de Agriculturay sus servicios como Indap. MAT2MTEU2_80

e Ademas de la adicion-sustraccion y multiplicacion-division, ;qué otras relaciones matematicas son inversas?
Comenta con tu curso.

. ARY /Qué especies de arboles nativos conocen?, ;qué especies de arboles fordneas existen en nuestro
pais? ;Por qué creen que la desaparicion de bosque nativo provoca un dafo irreversible al medioambiente?
Discutan al interior del grupo y compartan sus reflexiones con los otros equipos de trabajo.
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—>» EJempLo 1

Una maquina transforma botellas de vidrio recicladas en vasos de la forma que se muestran en el
siguiente esquema:

| - 1l ]
Y - @ el
Entrada Maquina Salida

{COmo se puede modelar este proceso?

1. Interpreta la situacion
En el proceso entran 6 botellas y se obtienen 3 vasos, es decir, se puede afirmar que si entran x botellas,

. X
se obtienen como resultado ? Vasos.

2. Incorpora el concepto de funcién en la interpretacién anterior y responde.

. . X .
El proceso se puede modelar mediante la funcion fix) = y = BY en que x representa la cantidad de

botellas que ingresan e y la cantidad de vasos que se obtienen en el proceso.

—>» EJEMPLO 2

|
Considera una maquina que realiza el proceso inverso de la maquina , es decir, que convierte vasos
de vidrio en botellas de la forma que se muestra a continuacion:

I Y
- 5
Entrada Maquina Salida

{Como se relaciona este proceso con el del Ejemplo 1?

1. Interpreta la situacion

En el proceso entran 3 vasos y se obtienen 6 botellas, es decir, se puede afirmar que si entran x vasos,
se obtienen como resultado 2x botellas.

2. Incorpora el concepto de funcién inversa a partir de la interpretacion anterior.

El proceso se puede modelar mediante una funcion que llamaremos £, funcién inversa de la funcion f,
de manera que se cumple lo siguiente:

fx)=y=2x

* De los ejemplos anteriores se puede deducir que para que fy f ' sean funciones inversas, debe cumplirse
gue para cada preimagen x que tiene su imagen y segun f, el valor y es preimagen de x segun f'. A partir de

esta condicion, construye una tabla de valores para fy otra para f .
By U2 ACT_ 24
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También se puede aplicar la metéafora de la maquina para mostrar la relacién existente entre una funcion
y su inversa.

> Metafora de la maquina para relacionar una funcién y su inversa

Si se considera a la funcion real f como una maquina que transforma un ndmero a en otro b (con
a, b ER) a través de un proceso dado, su funcién inversa f~' puede definirse como otra maquina
que permite retornar al valor original del nimero, transformando b en a mediante el proceso inverso.

O
a =9 | | = a

- [ . . .
Las méaquinas y realizan operaciones inversas.

—>» EJEmpPLO 3

Observa las siguientes maquinas:

> 2
3
=al | =

{Qué funcion real ' puede asignarse a la maquina azul si f' es la inversa de f?

1. Reconoce las operaciones que determinan el proceso de la maquina verde.
o 2x . _— .
La expresion 3 para un valor de entrada x puede obtenerse realizando las siguientes operaciones:
e Multiplicaciéon por 2. e Division por 3.
2. Determina las relaciones inversas de las anteriores.

Las relaciones inversas, respectivamente, son las siguientes:
 Division por 2. e Multiplicacion por 3.

3. Escribe las relaciones inversas usando una expresion algebraica.

., L 3x
La expresion puede escribirse como ?

4. Compruebay responde.

Se puede ingresar a las maquinas un valor y aplicar sus procesos. Por ejemplo, usemos el valor —6.

@
-6 = |

Por lo tanto, a la maquina azul se le puede asignar la funcion real f'(x) = —.

2:(=6) _

» Dado que las funciones fy f' son inversas, si se ingresa el nimero 3 a la maquina azul y el valor de salida
se ingresa en la maquina verde, jqué valor se espera a su salida? Reflexiona sobre la situacion y comparte
tu respuesta con el curso.
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> Concepto de funcion inversa

* Una funcién fes una relacion que a cada ¢ Lafuncion inversa f' realiza la misma
elemento de un conjunto le corresponde correspondencia, pero en sentido inverso.
un Unico elemento de otro conjunto.

f X flx)
X f(x) f71

» Esquematicamente, la funcién inversa se puede representar de la siguiente manera:

f f

—>> EsempLo 4
Considera la funcion real f(x) = 3x — 7. ;Cual es su funcién inversa?

1. Identifica las operaciones que se aplican a un nimero a para calcular f(a).
Las operaciones son las siguientes: «Multiplicar por 3 y restar 7».

2. Determina las relaciones que invierten las anteriores.
Las operaciones son las siguientes: «Sumar 7 y dividir por 3».

3. Expresa matematicamente las relaciones anteriores.

(x+7)
3

«Sumar 7 y dividir por 3»  =»

4. Compruebay responde.

Definiendo la funcion real g(x) = & ; 7), se puede calcular g( f(x)).
g(f)=gBx-7)= BX=7+7 _3x-7+7 3x_,
3 3 3
(x+7)

Por lo tanto, la funcion inversa de fes la funcion real g(x) = f'(x) =

3

* Eslafuncion f(x) = 3x - 7 la inversa de la funcion g(x) = ? Reflexiona y responde de acuerdo

(x+7)
con lo que has estudiado hasta ahora. 3

o A28 ;Todas las funciones tienen inversa? Respondan haciendo conjeturas.

HEDYY U2 ACT 25,26y 28
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Condiciones para que una funcion tengainversa

Aunque la nocién de funcién ya

puede encontrarse en las tablas que
elaboraron los antiguos matematicos
babilonios, es en la Edad Media cuando
se incorporan algunos de los elementos
modernos que ya conocemaos.

En muchos trabajos medievales

se observa el uso de relaciones
proporcionales que ya dan cuenta del
concepto de funcién, pero como adn

no se incorporaban los desarrollos
algebraicos ni la nocién de continuidad,
solo se avanzé en la construccion

de gréficas de variaciones

entre variables.

Es a partir del siglo XVII que se define
una funcién como una relacién

entre dos conjuntos que se puede
expresar de la formay =f(x)_ Es asi # Tablilla matematica babilonia.
como se dio una formulacién general
de funcién como una relacion de
correspondencia entre un dominioy
un recorrido, que es la forma en que
la entendemos actualmente.

Fuente: Diaz, J. (s.f.). EL concepto de funcién: ideas
pedagdgicas a partir de su historia e investigaciones.
Universidad de Sonora, México.

Disponible en
http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU2_81

 ;Como definirias el concepto de funciéon?, ;con qué fendmenos de tu entorno puedes asociarlo?
Reflexiona y responde.

* ;Qué formas has utilizado para representar funciones? Enumera y explica cada una de ellas.

o A28, ;Cuéles son el dominio y el recorrido de una funcién? ;Puede una funcién definirse con distintos
dominios y recorridos? Dialoguen al interior del grupo y ejemplifiquen sus argumentos con las funciones
gue ya conocen.
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»» Funciones inyectivas

La funcion f: A C R — B C R es inyectiva si para todo par de elementos @ ELsimbolo V se lee «para todo»

distintos del dominio A, sus imagenes son distintas. Simbdlicamente, e indica que para una afirmacion
t ; i 02 deben considerarse «todos y

esto se expresa como se muestra a continuacion: cada uno» de Los elementos

V x,, x, €E A, tal que x, # x,, se cumple que f(x,) = f(x,) de un conjunto.

—>» EJEMPLO 1

Considera la funcion f definida como f(x) = x2 + 2, cuyo dominio es el conjunto A ={-2,0, 1, 2}y
su recorrido es B ={2, 3, 6}. {Es funa funcién inyectiva?

1. Construye el diagrama sagital de la funcién f. 2. Determina si se cumple la condicién
f de inyectividad.
A —\B Q El elemento,6 de B recibe dos flechas y, por
e . lo tanto, esta relacionado con dos elementos
n diagrama sagital es i )

una representacion que diferentes del conjunto A. En otras palabras,

N relaciona Lps elementos como se cumple que D% yf(_2) :f(z),

‘ de dos conjuntos ., . .

< mediante flechas. la funcién fno es inyectiva.
- 3. Responde.

La funcion fno es inyectiva.

 Sien el ejemplo anterior eliminaras el elemento 2 del conjunto A, jserfa entonces funa funcién inyectiva?,
ipor qué? Reflexiona y explica.

—>> EJEMPLO 2
. Ly _ Y
Considera la funcién g: R — R* U {0} definida 5
como g(x) = x2 ;Es g una funcién inyectiva? §
1. Construye la grafica de la funcién gy traza rectas 4
paralelas al eje X por puntos que pertenezcan a
su recorrido. 3
2. Determina si se cumple la condiciéon de inyectividad. 5
Dado que existe al menos una recta paralela al
eje X que se interseca con la gréfica de fen mas 1
de un punto, la funcién fno es inyectiva.
3. Responde. -3 -2 -1 o0 1 2 3X

La funcion fno es inyectiva.

o 28 Sjen el efemplo anterior se limitara el dominio de la funcidn ga R U {0}, jserfa entonces g una funcion
inyectiva?, jpor qué? Reflexionen y expliquen al curso.
E U2_ACT 29
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> Funciones epiyectivas (o sobreyectivas)

La funcién f: A C R — B C R es epiyectiva si todos los elementos del
conjunto B forman parte de su recorrido. Simbolicamente, esto se
expresa Como se muestra a continuacion:

VyEB IxEA talqueflx)=y

—>> EJEMPLO 3

es B=1{-3,0, 6, 8}. ;Es funa funcion epiyectiva?

de epiyectividad.

3. Responde.

El simbolo 3 se lee «existe» e
indica que para una afirmacion
«al menos uno» de Los
elementos de un conjunto

la cumple.

Considera la funcion fdefinida como f(x) = 3x, cuyo dominio es el conjunto A ={-1, 0, 2} y su recorrido

1. Construye el diagrama sagital de la funcién f. 2. Determina si se cumple la condicion

El elemento 8 de B no recibe ninguna flecha y,
por lo tanto, no estd relacionado con ningun
elemento del conjunto A. En otras palabras,
como no existe ningun elemento x del dominio
tal que f(x) = 8, la funcidn fno es epiyectiva.

La funcion fno es epiyectiva.

¢ ;Qué cambio harfas al conjunto B para que la funcién fsea epiyectiva? Explica a tu curso.

—»> EJEMPLO 4

Considera la funcion g: R — R definida como g(x) = -x2 - 3. ;Es g una funcién epiyectiva?

1. Construye la grafica de la funcion gy traza rectas

A

paralelas al eje X por puntos que pertenezcan a

Y

su recorrido. 3 -2 -

2. Determina si se cumple la condicion
de epiyectividad.

A

Dado que existe al menos una recta paralela
al eje X que no se interseca en ningun punto
con la gréfica de g, la funcion g no es epiyectiva.

3. Responde.

La funcion fno es epiyectiva.

\J

o A2 En el efemplo anterior, jqué limitaciones harfan al recorrido de la funcion g para hacerla epiyectiva?

Propongan las limitaciones, expliquenlas y compartanlas con los otros grupos.
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Y Funciones biyectivas y funciones inversas
» Una funcion f es biyectiva si es inyectiva y epiyectiva a la vez.
* Para que una funcién f tenga inversa, es decir, para que f ' exista, f debe ser biyectiva.

—>> EJEMPLO S
¢Es biyectiva la funcion afin f: R — R definida como f(x) = -2x + 4?7

1. Propdn una estrategia que permita evaluar la biyectividad de f.

Se construird el grafico de la funcion, se trazaran rectas paralelas al eje X por puntos de su recorrido
y se constatara si es inyectiva y epiyectiva.

2. Construye la grafica de f, traza rectas paralelas al eje X que pasen por puntos pertenecientes a
su recorrido y observa sus intersecciones con la grafica.

4
fesinyectiva 3 fes epiyectiva
Cada recta 2 Todas las rectas
se interseca con 1 \ se intersecan con
la gréfica en 5 4 3 2 ol 1 N3 4 5x la gréfica en al
un Unico punto. 4 menos un punto.

3. Responde.

Como fes inyectiva y epiyectiva, entonces, es una funcion biyectiva.

 En el ejemplo anterior, jexiste la funcion inversa de f?, ;por qué? Explica a tu curso.

> Definicion de funcién inversa
Para la funcion biyectiva f: A — B, existe la funcion f': B— A que es su inversa. Formalmente, se verifica que

V a € A, tal que f(a) = b, con b € B, se cumple que f~'(b) = a

Las abreviaciones «Dom»
y «Rec» hacen referencia
al dominioy al recorrido de

O f(f’w(x)) :ff](f(X)) =x una funcién, respectivamente.
e Dom(f)=Rec(f")yRec(f)=Dom(f™").
* Las gréficas de las funciones f y ' son el reflejo una de la otra si se toma como eje de simetrfa la recta y = x.

Para las funciones f y f~' se cumple lo siguiente:

* Siuna funcion fes biyectiva, jes biyectiva también su funcion inversa

f7'7 Reflexiona y comenta tu respuesta con el curso. Graficador de funciones
online

o A28 Comprueben que las funciones reales f(x)=-5x,g(x) =02x—-4y | hitp://www.enlacesantillana.
h(x) =—7x + 3 son biyectivas. Trabajen con un graficador de funciones S —
onliney conjeturen acerca de la siguiente afirmacion: «Las funciones
lineales y afines son biyectivas y, por lo tanto, invertibless.

=
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Inversas de las funciones lineal, afiny cuadratica

En enero de 2024 realiz6 su primer

viaje el tren mas rapido de Sudamérica
(hasta la fecha), el que en su primera
etapa realizard el servicio entre Estacion
Central (Santiago) y Curicd. Este tren
marca un hito en la modernizacién y
ampliacién de los servicios ferroviarios
del pafs. Algunas de sus caracteristicas
son las siguientes:

* Rapidez méxima de 160 km/h.

* Cuatro coches y una capacidad
mdxima de 238 pasajeros.

* Puertas automaticas de acceso y
a nivel.

* Banos con accesibilidad universal.

* Espacios acondicionados para sillas
de ruedas.

* Moderna cafeterfa y servicio a bordo.

* Tren bimodal que puede operar
tanto en modo eléctrico como
diésel, como una forma de
proteger el medioambiente.

# Tren mas rdpido de Sudameérica.

Fuente: Gob.cl. (19 de enero de 2024). Tren mds rdpido de Sudameérica inicié servicio a Curicé:

conozca precios y cémo obtener pasajes. Gobierno de Chile.
http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU2_83

Dos movimientos rectos caracteristicos de un vehiculo son el movimiento rectilineo uniforme, con rapidez
constante, y el movimiento rectilineo uniformemente acelerado.

Movimiento rectilineo uniforme
(MRU)

La rapidez es constante y puede modelarse
mediante la siguiente expresion:

d=d,+vt

en que las variables involucradas son las siguientes:

« d es la distancia recorrida respecto de un punto
de referencia.

« d, es la distancia inicial al punto de referencia.
« v es la rapidez constante.
o t es el tiempo transcurrido.

Movimiento rectilineo
uniformemente acelerado (MRUA)

La aceleracién es constante y puede modelarse
mediante la siguiente expresion:
at?
d=dy+vyt+—
2
en que las variables involucradas son las siguientes:

« d es la distancia recorrida respecto de un punto
de referencia.

« d, es la distancia inicial al punto de referencia.
* v, es la rapidez inicial.

« a es la aceleracion constante.

o t es el tiempo transcurrido.

« Siconsideraras las férmulas del MRU y del MRUA como funciones, jde qué tipo serfan? En cada caso, piensa

en la funcién escrita de la forma d (f) y responde.

o« A8, ;Cudles son el dominioy el recorrido de las funciones anteriores? Respondan teniendo en cuenta
los valores posibles para las variables distancia y tiempo. Comparen su respuesta con las de los otros grupos.
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m » Conecta con Fisica.

EL movimiento rectilineo uniforme (MRU) que has
estudiado en Fisica se realiza manteniendo constante
la rapidez.

Supén que el tren mas rapido de Sudameérica se
mueve con una rapidez constante de 120 km/h
y considera la distancia entre Santiago y Curicé
que se muestra en la imagen.
Captura realizada de
http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU2_84. %

(Cudl es la funcion t(d), inversa de la funcion d(t) que modela el MRU del tren?, ;cuanto tiempo
demoraria, aproximadamente, en recorrer la distancia entre Santiago y Curicé, suponiendo que sigue
una trayectoria recta y que posee la rapidez de 120 km/h a partir de t=0?
1. Modela con una funcion d(t) el MRU e identifica su dominio y recorrido.
Como la expresion que relaciona el MRU es d = d, + vt, la funcion correspondiente es:
dit)=d,+vt
cuyo dominio y recorrido corresponde a R* U {0}, ya que la distancia y el tiempo solo pueden tomar
valores positivos o 0.
2. Reemplaza los datos en la expresion de la funcion d(z).
e Como el tren parte de Santiago, se puede tomar a esta ciudad como punto de referencia, en cuyo caso
se cumple que d, = 0.
e Larapidez es constante y se mide en kilometros por hora. Por lo tanto, v = 120.
dt)=0+ 120t

d(t) =120t Y
3. Determina si la funcion d(t) es invertible. 600 d
Teniendo en cuenta que Dom(d) = Rec(d) = R* U {0}, se dibujan >00]
rectas que pasen por puntos pertenecientes al recorrido de la 400
funcion dy se constata que la funcién es inyectiva y epiyectiva. 3
Por lo tanto, la funcién d sf es invertible.
200
4. Despeja la variable ty escribela en funcion de la variable d. ]
100
d=120t > 1=
120 g0l 1 2 3 4 5 6 x
5. Responde.
e Lafuncion #(d) se define como sigue:
t R U {0} - R* U {0}, tal que t(d) = 0
e A 120 km/h, una estimacion para el tiempo que el tren demoraria en recorrer la distancia entre

192

Santiagoy Curico es €(192) = 5 =16, es decir, 1,6 h =96 min.

e Lafuncion f(x) = 120x, jserfa biyectiva también si se considerara Dom(f) =Rec(f)=R?  BEEY 15 act 34

Reflexiona y comparte tu respuesta con el curso. U2_IMA_2
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A continuacién, estudiaremos la existencia o no de las inversas para las funciones que ya conoces: funciones
lineal, afin y cuadratica. Comenzaremos por las dos primeras.

Y Funciones inversas de las funciones lineal y afin
* Lainversa de la funcién lineal definida como f: R — R, tal que f(x) = mx, conm E Ry m = 0,

corresponde a la funcién f: R — R, tal que f~'(x) = —, la cual también es una funcién lineal.
m

* Lainversa de la funcion afin definida como f: R — R, tal que f(x) = mx + n,conm,n ERy m # 0,

1.

.y X n .y .y ,
n =0, corresponde a la funcién f: R — R, tal que f'(x) = — - —, la cual también es una funcién afin.

m

—>» EJEMPLO 2

iCudl es la inversa de la funcion real f(x) = 7x + 10?

Identifica la funcion y determina si es invertible.

La funcion real definida por f(x) = 7x + 10 es afin, es decir, tiene la forma f(x) = mx + n
con parametros m =7y n = 10. Por lo tanto, es invertible en todo su dominio.

. Aplica una estrategia para obtener la funcion inversa.

¢ Escribe la expresion de la funcién en la forma y = f(x).

y=7x+10
* Intercambia las variables x e y.
x=7y+10
* Despeja la variable y.
x=7y+10
x=10="7y
x_10_
7 7
* Escribe la expresion obtenida como f'(x) = y.
=X 10
f) i
e Comprueba el resultado anterior.
) = x_10): (ﬁ_ﬂ) 10=(x-100+10=x
s =2 -0 =7 (22 (- 10

. Responde.

La inversa de la funcion real f(x) = 7x + 10 es la funcion real f~'(x) = P

* Observa la expresion de la funcion f' obtenida en el ejemplo anterior. ;Como determinarfas sus pardmetros
my n, que caracterizan a la funcién afin?

¢ ;Qué relacion existe entre los parametros m (pendiente) de las funciones fy f'7, jes siempre asi?
Reflexiona y generaliza la relacion.
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Y»> Grafica de las funciones inversas de las funciones Lineal y afin

¢ Lagréfica de la inversa de una funcioén lineal fes una recta que pasa por el origen y que corresponde
a una reflexién de la gréfica de frespecto de la recta y = x.

* Lagréfica de la inversa de una funcién afin fes una recta que corresponde a una reflexién de
la grafica de frespecto de la recta y = x.

—>> EJEMPLO 3
La gréfica de la funcién real f(x) = -3x + 6 se muestra en la imagen. /X Y
{Cudl es la gréfica de la funcién ', inversa de f? S\ f
5
1. Identifica la funcion y determina si es invertible.
4
Dado que fes una funcion afin, es invertible en todo su dominio. ,
2
1
2. Aplica una reflexién de la gréfica de frespecto de la recta y = x. T T ol T XN T x
En la siguiente gréfica, en rojo se muestra la recta y = x y en azul, - \/

la recta reflejada: # Gréfica de la funcion f.

’\ Y
o\ s

Siel punto (x, y) pertenece a la recta que
> representa a f, el punto (y, x) pertenece a
4 la recta que representa a f .

f7 3 4 y=x

A partir de los puntos A(1, 3) y B(2, 0)

pertenecientes a la grafica de la funcién
2 B .

A f, se determinan dos puntos de la recta
1 reflejada: A'(3,1) y B'(0, 2).
B
-3 -2 -1 0 2 3 X
-1 /‘ Y
6

f
3. Comprueba y responde. 5
Se calcula la inversa de la funcion real f(x) = =3x + 6. 4
3
y=-3x+6 > x=-3y+6 => 3y=-x+6 —)y:_?x+2 X
2

Graficando la funcion real f', se observa que coincide
con la obtenida en el paso anterior, y es la que se muestra 35 7 ol 2\/ T X

en laimagen.

HE:LY U2 ACT_35a38
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Ahora veremos que la existencia de la inversa de una funcion cuadrética depende de como se definan

su dominio y recorrido.

—2> EJEMPLO 4

1. Analiza la funcién f.

Es decir, para =1 # 3 se cumple que f(-1) = f(-3).

a su recorrido.

y se observan sus intersecciones con la grafica de la funcion.

pasan por puntos que
pertenecen a su recorrido
se intersecan con la

Y
/ 3
=
Todas las rectas
paralelas al eje X que 2
>

grafica de fen al menos
un punto. Por Lo tanto,
la funcidn fes epiyectiva.

3. Responde.

¢Existe la inversa de la funcion cuadrética f: R — [-3, +oo[ definida como f(x) = 2x? + 8x + 57

Se mostré anteriormente que la funcién cuadrética no tiene funcién inversa en todo su dominio real,
ya que no es inyectiva. Por ejemplo, en particular para la funcion f, se cumple lo siguiente:

fEN) =217 +8(-1)+5=2-1-8+5=2-8+5=-1
f(3)=2(3)+8:(-3)+5=2-9-24+5=18-24+5=-1

2. Construye la grafica de la funcion fy traza rectas paralelas al eje X por puntos que pertenezcan

Para visualizar que la funcion fes epiyectiva, pero no inyectiva, se trazan rectas paralelas al eje X

Dado que existe al menos
una recta paralela al

eje X que se interseca
con la grafica de fen mas
de un punto, la funcién f
no es inyectiva.

Dado que la funcién fno es inyectiva y, por lo tanto, no es biyectiva, se concluye que su inversa no existe.

* Enelejemplo anterior se mostrd que la funcion cuadratica definida
como f(x) = 2x? 4+ 8x +5 no tiene funcion inversa. Pero, jocurre esto
para todas las funciones cuadréticas? Grafica distintas funciones
cuadréticas usando un graficador de funciones online y responde.

Graficador de funciones

online

http://www.enlacesantillana.
cl/#/L25_MAT2MTEU2_85

 En el EsempLo4, si se ampliara el recorrido de la funcién f, definiéndolo como Rec( f) = R, jseguirfa f siendo

una funcion epiyectiva?, jpor qué?

o A28 ;Qué restriccion aplicarfan al dominio de una funcién cuadratica para que sea biyectiva?
Reflexionen al interior del grupo y comparen su respuesta con las de otros equipos de trabajo.

Unidad 2 » Algebra y funciones



https://pfortuny.net/fooplot.com/#W3sidHlwZSI6MCwiZXEiOiJ4KioyIiwiY29sb3IiOiIjMDAwMDAwIn0seyJ0eXBlIjoxMDAwfV0-
https://pfortuny.net/fooplot.com/#W3sidHlwZSI6MCwiZXEiOiJ4KioyIiwiY29sb3IiOiIjMDAwMDAwIn0seyJ0eXBlIjoxMDAwfV0-

Inversa de una funcion cuadratica

Para definir la inversa de una funcién cuadratica se debe restringir su dominio, dividiéndolo en dos tramos
separados por el vértice de la representacion gréfica.

La funcion cuadrdtica definida por f: R — RC R, tal que f(x) = ax?+ bx+c,cona, b,cERya =0,
puede definirse en dos intervalos diferentes de su dominio, tramos que quedan definidos por las
coordenadas del vértice de la parabola que representa a fen el plano cartesiano. A las funciones asf
definidas las llamaremos f, y f,, ambas biyectivas, de manera que

_ 7 -
= ]—w,—%] — RCR, y sufuncién inversa es f,(x) = oinl 2a4a(c x).

_h—h2 — —
— RCR, y sufuncién inversa esf,(x) = b W.
a

= [

——, Foo

e Elrecorrido de la funcion varia dependiendo del valor del coeficiente a.

< Sia<0,elrecorridoes R= ]—oo, f(— i) ,

= Sia>0,elrecorrido est[f(—zi)ﬁDo :
a

* Lasgrédficasdef,yf,'ylasdef,yf," son el reflejo una de la otra respecto de la recta y = x.

—>» EJEMPLO 5

¢Cudl es la inversa de la funcién cuadratica f: R — ]-oo, 4] definida como
f(x) =-3x%-6x+ 1, cuya gréfica se muestra en laimagen?

1. Considerando que a=-3,b=-6y ¢ =1, analiza el dominio de la funcion
en dos intervalos diferentes y expresa la funcion inversa en ellos.

Tramo 1: ]—w,—i = ]—o0, —1] Tramo 2: [—ﬁ, +°°[ = [-1, +oof
2a 2a

Y Y

N ! 3 2 T 0 T X
3 3 :

» Grafica de la funcion f.

-3 -2 -1 0 1 X -3 -2 -1 o 1 X @
- - Observa que se

Dominio Dominio cumple que:
Lainversa es La inversa es —%=— 5 ._(6_3)
F0= ~b++b —4alc—x) £ = —b-b0"—4alc-x) 6
2a 2a 2+ (-3)
_ 6+ VO -4 (31— %) _6-VEO—4-(3)1 - %) ===
2+(=3) 2-(=3) =1
_6+36+12-(1-x _6-36+12-(1-%)
- -6 - -6
_ 6 V48 12x _—6+/48—12x
6 6
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2. Grafica las funciones inversas para verificar que corresponden a reflexiones de la funcion f.

Tramo 2;
Dom(f) = [-1,+eo[ | Rec(f) =1-oo, 4]

Tramo 1:
Dom(f) =1-o0,~11 | Rec(f) =1-o0, 4]

Gréficasde f,(x) = -3x*-6x+ 1y

Graficas de f,(x) = -3x*-6x+ 1y

—-6-1/48-12 -6 +48 - 12x
fln = == frlw) = ==
6 6 Observa que se cumple que:
z )
=-3+ (-12-6+ (1) +1
fi 3 =X 2 y=x =3e1+46+1
==3+6+1
2 =4
1 \W
-4 -3 [-2 - o1 2 3 4X 4 3 2 -1/ T3 4 X
= -1 \\_1
/ f2
_2 f{] =
-3 -3

Se observa que las graficas de £,y f,
son el reflejo una de la otra respecto
de larectay=x.

Se observa que las graficas def, y f,
son el reflejo una de la otra respecto
de larecta y=x.

3. Responde.
La inversa de la funcién cuadrética f: A C R — ]—eo, 4] definida como f(x) = -3x? — 6x + 1, depende
del dominio que se considere.

 Para Dom( f) = ]-ee, —1], la funcién inversa es:

F1:]oo, 4] = oo, ~1], tal que f () = 2 VA8 = 12% “468‘12"
» Para Dom(f) = [-1, +eo[, la funcion inversa es:
£ o0, 4] = [1, oo, tal que f,(x) = 2 F VA8 = 12% “468‘12’6

* En el ejemplo anterior, ;cudl deberfa ser el valor de f,(f,”'(x)), £, (f,'(x)), f,7'(f, ) y £, /,(x))?, jpor que?
Reflexiona y explica a tu curso.

o A8 A continuacion, analicen lo que escribid Paz en su cuaderno:

Para la funcion cuadrdtica f: R* U {0} — R* U {0}
definida como f(x) = x?, se define su funcién inversa
como f: R U {0} — R* U {0}, tal que f(x) = Vx.

iEs correcto lo que afirma?, ;por qué? Reflexionen y compartan sus argumentos con el curso.

i Unidad 2 » Algebra y funciones




Utilizando un software matematico online puedes trazar répidamente
las gréficas de las inversas de funciones cuadréticas, aplicando
la propiedad de reflexion respecto de la recta y = x.

—>» EJEMPLO 6

Software matematico online
http://www.enlacesantillana.
cl/#/L25_MAT2MTEU2_86

¢Cual es la grafica de la inversa de la funcion cuadratica f: R — [-10, +oo[ definida como f(x) = 2x2 + 8x - 2?
Utiliza un software matematico online para responder. En tu analisis, considera dos intervalos para
el dominio de la funcién: ]-eo, 2] y [-2, +o<[, ya que el software no solicita dominio ni recorrido, sino

que solo refleja las gréficas.

1. Traza la gréfica de la funcion fen el software y 2. Refleja la pardbola respecto de larecta y = x
dibuja la recta de ecuacion y = x. y responde.
 Escribe en la barra de entrada la expresion Selecciona el botén , luego haz clic primero
de la funcion: f(x) = 2x” + 8x - 2. sobre la parabola y luego sobre la recta.
¢ Selecciona dos puntos (x, y) del plano con
el botén,tales que x = y. Por ejemplo, Y3 f
A(2,2)y B(-1,-1). Luego, selecciona el botén h 2 °
y haz clic en los dos puntos anteriores. S0 B8 7 6 Bllas 54 -
1 — ‘ T2 3
Y L~ B 89 X
3
f
]
: A
1
109 87 651|432 -101 2 3X
@
B
En la captura, se han coloreado de un mismo
color las funciones f; (definida en ]-eo, -2])
ysuinversa f, ™,y f, (definida en [-2, +o[)y
su inversa f, .

» Para finalizar la Leccion 2...

» ¢Con qué fenémeno de tu « ¢Crees que fuiste creativo « ¢Cudl piensas que fue el
entorno asocias el concepto de durante la resolucién de propésito de usar herramientas
funcién inversa?, ipor qué? los problemas de la leccidn?, tecnolégicas durante el

« sC6mo se relacionan épor qué? trabajo con funciones?
la reflexién y la grafica « ¢Qué dificultades tuviste para « iCrees que el uso de
de la funcién inversa? transitar entre los distintos energias limpias ayuda de

niveles de representacion manera relevante a cuidar
de funciones? el medioambiente?, spor qué?

BEEDYN U2 ACT 27,39, 40,41, 42y 43
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https://www.geogebra.org/classic?lang=es
https://www.geogebra.org/classic?lang=es

Sintesis de Unidad 2 - Algebray funciones

Leccionl ¢ Funcion cuadratica
» Aprendiste...

Definicion de funcion y ecuacién cuadratica
¢ Ecuacién cuadratica.

Una ecuacién cuadrdtica se expresa como ax?+ bx+c=0,cona, b,cERya=0.

Para resolverla, se pueden aplicar diferentes métodos: usar la raiz cuadrada, factorizar, completar cuadrados
o utilizar la férmula general.

¢ Funcién cuadratica.
Una funcién cuadratica puede definirse por f: R - RC R, tal que f(x) = ax?+bx+c¢,cona, b,cERya=0.

Grafica de la funcién cuadratica

* Grafica de una funcién cuadratica. * Interseccion de una parabola con el eje X.
La gréfica de una funcién cuadrdtica corresponde El valor del discriminante A = b2 - 4ac determina
a una figura llamada parabola. la interseccién de la pardbola con el eje X.

o \értice y eje de simetria de una parabola - SiA>0, seinterseca con el eje X en dos puntos.
(cona=0). -SiA=0, seinterseca con el eje X en un punto.

- Las coordenadas del vértice son -Si A <0, no seinterseca con el eje X.

14 (-L, f(—i> ) * Interseccion de una parabola con el eje Y.
2a 2a

» . , . b La pardbola que representa a una funcién cuadratica
- La ecuacion del eje de simetria es x == . se interseca con el eje Yen el punto (0, o).

Desplazamientos de la grafica
* Desplazamientos vertical y horizontal.

- La pardbola que representa a una funcién cuadratica f: R — R C R, tal que f(x) = ax? + bx + ¢, con
a,b,cERya=0,sedesplaza k unidades a lo largo del eje Y (con k € R) si se suma k a la funcion f.

- La pardbola que representa a una funcion cuadrdtica f: R — RC R, tal que f(x) = ax?, conaERya#0,
se desplaza r unidades a lo largo del eje X (con r € R) si se evalda la funcién en (x +r).

* Dilatacion y contraccion.

La parabola que representa a una funcién cuadratica definida como g: R — RC R, tal que g(x) = ax? con
a€ R ya=1, corresponde a una dilatacién o a una contraccién respecto de la que representa a la funcién
cuadrdtica f(x) = x?, dependiendo del valor de a.

éSentiste curiosidad por resolver Los problemas y desafios de la Leccién?, spor qué?

» Lograste... » Aplicaste...
« Comprender y valorar la SR el s * Modelos en que (,jc?s variables
perseverancia y la flexibilidad. la perseverancia?, sy la dependen cuadraticamente.
. : b . 4 * Lenguaje funcional para resolver
 Reconocer la importancia flexibilidad?, ¢por qué? guay P
del trabajo como forma de ¢ A A . problemas y representar
desarroIIJo personal y social st IESMENES e 6 EhEnde:
' tomarse para protegfar 2 « Estrategias para analizar
* Proteger el entorno natural como entorno natural?, icomo te informacion representada
contexto de desarrollo humano. gustaria participar en ellas? R e

Unidad 2 « Algebra y funciones




Leccion2 ¢ Funcioninversa

» Aprendiste...

Concepto de funcién inversa

Metafora de la maquina.

Si se considera a la funcién real fcomo una maquina que transforma un ndmero a en otro b (con a, b €R) a
través de un proceso, su funcién inversa f es otra maquina que transforma b en a mediante el proceso inverso.

Condiciones para que una funcién tenga inversa
* Una funcién es biyectiva si es inyectiva y epiyectiva a la vez. Una funcién tiene funcién inversa si es biyectiva.

* Funcion inversa.

Para la funcion biyectiva f: A — B, existe la funcion f™: B — A que es su inversa. Formalmente, se verifica que
V a€ A, tal que f(a) = b, con b € B, se cumple que f(b) =a

Inversas de las funciones lineal, afin y cuadratica

* Inversas de las funciones Llineal y afin.

- La inversa de la funcion lineal definida como f: R — R, tal que f(x) = mx, con m € Ry m # 0, corresponde

alafuncionf: R — R, tal que f(x) = %

- La inversa de la funcién afin definida como f: R — R, tal que f(x) = mx +n,con m,nERym#0,n#0,

X

corresponde a la funcion f: R — R, tal que f7(x) = P

¢ Inversa de la funcién cuadratica.

n
m

La funcién cuadratica definida por f: R — R C R, tal que f(x) = ax?+ bx + ¢, con a, b, c ERy a # 0 puede
considerarse en dos intervalos diferentes de su dominio. Asi se definen las funciones f, y f,, ambas biyectivas,

de manera que

> ] —c0, — 2—{;] — RCR,ysufuncién inversa es f,”' (x)

>f) [fz—ba, +o0 [ — RCR,ysufuncion inversa es f,™'(x)

-b+ Vb’ -4a(c-x)
2a
-b-+b*-4alc-x)
2a

¢Fue responsable y proactivo el trabajo en equipo que realizaste en esta Leccion?,
éen qué se reflejo esto?

» Lograste...

 Exponer ideas de manera coherente y fundamentada.

* Resolver problemas utilizando modelos y rutinas, y
aplicando de manera creativa conceptos y criterios.

e Trabajar en equipo de forma responsable, construyendo
relaciones basadas en la confianza mutua.

» Aplicaste...

» Metdforas y analogias para resolver problemas.

H

éExpusiste tus ideas durante el trabajo
en equipo?, spor qué?

¢Qué dificultades tuviste para resolver
Los problemas de esta Leccion?,
é¢como las superaste?

* Lenguaje matematico, esquemas y graficos para describir relaciones y situaciones matematicas.

e Elandlisis para transitar entre distintos niveles de representacion de funciones. BT U2 AcT 44y45
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i i Geometria
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En esta unidad estudiaras
las razones trigonomeétricas,
aplicandolas en la resolucion

de problemas relacionados Soillitee o) '
con Los deportesy con el Var — afms F H
entorno natural que te rodea. - = ™
-p - smm
. y - i s . - | & Estadio Bicentenario
2 de La Florida.
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»

El Estadio Bicentenario de La Florida fue
inaugurado en 1986 y remodelado en
2008. Tiene una capacidad para 11376

La competencia de futbol para
personas con pardlisis cerebral
(fatbol PC) como parte de los

Juegos Parapanamericanos
Santiago 2023, se llev6 a cabo
integramente en el Estadio
Bicentenario de La Florida entre el
18 y el 25 de noviembre de 2023.

Fuente: Santiago 2023. (15 de noviembre de 2023).
¢Qué es el fltbol PC? Las reglas de la disciplina en
los Parapanamericanos Santiago 2023. Chilevision.
http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU3_28

espectadores y fue sede de la Copa
del Mundo Femenina sub-20 de fltbol
en 2008.

En este estadio se realiz6 la ceremonia de
clausura de los Juegos Panamericanos
Santiago 2023 el 5 de noviembre de 2023.

Fuente: Santiago 2023. emol.com. Disponible en
http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU3_27.
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1. ;Conoces alguno de los recintos de la Red de Estadios Bicentenarios?, jqué
opinas acerca del aporte que significa para la practica del deporte el contar con
estadios modernos como el mostrado en la imagen? Comenta con tu curso.

2. ;De qué manera determinarfas la medida de la diagonal de la cancha del
estadio mostrado en la imagen? Comparte tu procedimiento con el curso.

» Habilidades del siglo XXI

La matematica es dindmica, creativa, utiliza un lenguaje universal y se ha
desarrollado como medio para aprender a pensar y para resolver problemas.
Reflexionar sobre los procedimientos, propios o de otros, comparar o sostener
intercambios sobre situaciones matematicas, optimiza el proceso de aprendizaje.

e ;Por qué crees que se dice que la matematica utiliza un lenguaje universal?
« Alresolver problemas, ;reflexionas sobre el procedimiento empleado? Explica.

> Conocimientos previos

« Estos contenidos te ayudaran a abordar el trabajo de esta unidad.

Teorema de Pitagoras

La suma de los cuadrados de
las medidas de Los catetos es
igual al cuadrado de la medida
de la hipotenusa, es decir, en
el triangulo ABC se cumple

la relacion a?+ b?=c2

Triangulo rectangulo

En el triangulo rectangulo ABC que se
muestra, se tiene que la medida de sus
catetos estan representados por las letras
ay b, mientras que la de la hipotenusa con

la letra c.
B
@

@€
b A

Semejanza

Dos triangulos son semejantes (~)
si tienen la misma forma, aunque
sean de diferente tamano. En

dos triangulos semejantes las
medidas de los lados homélogos
son proporcionales.

« Cual de estos contenidos necesitas repasar? Coméntalo con tu curso.

E U3_ACT_1
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https://www.emol.com/especiales/2023/deportes/santiago-2023/recinto-Estadio-Bicentenario-De-La-Florida.asp
https://www.chilevision.cl/futbol-pc-parapanamericanos-santiago-2023-reglas

sl B Razones trigonométricas

Razones trigonomeétricas en nuestro entorno

En los Juegos Panamericanos e e T SPRErStotk/Celso Pupo
Santiago 2023 hizo su debut el
skateboarding, deporte que tiene
su origen en Estados Unidos,

ya que en los dias que no habia
buenas olas, los surfistas probaron
agregarle ruedas a sus tablasy
salir a patinar.

En Santiago 2023 hubo dos
disciplinas en el programa

de skateboarding: street y
park. En ambas modalidades,
los participantes tuvieron 60
segundos para mostrar su rutina
en las categorias masculina y
femenina, donde Los jueces les
asignaban de 0 a 100 puntos.

La categoria street se desarroll6
en un recorrido con escaleras,
pasamanos, bordes, bancos de
parques, paredes y cuestas que
simulaban una pista urbana.

Fuente: Juegos Panamericanosy
Parapanamericanos. Skateboarding.
Ministerio del Deporte de Chile.
Disponible en

http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_
MAT2MTEU3_29.

En este deporte se pueden apreciar diferentes figuras Ingresa a hitp://www.enlacesantillana.

geométricas. En la imagen se aprecia un triangulo cl/#/125_MAT2MTEU3_30 para saber
recténgulo ACB mas del skateboarding en nuestro
’ pais.

e Para ganar en el skateboarding, ;jcuanto tiempo tienen los competidores para mostrar su rutina?,
icrees que es suficiente?, jpor qué?

* La palabra street significa «calle» en inglés. ;Por qué crees que hay una categoria llamada street?

« ;Consideras que este deporte promueve un estilo de vida saludable?, ;en qué lo aprecias?

* En la figura geométrica que se muestra anteriormente, jel cateto adyacente a oo mide mas que
el cateto opuesto a B? Explica.

« En el tridangulo de la imagen anterior, jes correcto afirmar que la medida del lado BA es mayor
que la medida del lado AC? Justifica.

Unidad 3 « Geometria



https://www.santiago2023.org/es/deportes/skateboarding.html
https://www.santiago2023.org/es/deportes/skateboarding.html
https://chilefedepatin.cl/secciones/5620
https://chilefedepatin.cl/secciones/5620

Yo caminé

—>> EsemprLo 1
Yo anduve _ 9km en
Ignacio y Catalina realizaron caminatas 12kmen linea recta.
en un terreno plano. Ambos partieron linea recta.

desde un mismo punto y recorrieron

las distancias que se sefialan en la
imagen. Ignacio se dirigi6 hacia el norte
y Catalina hacia el este. ;A qué distancia
se encuentran los puntos a los que
llegaron tras completar sus caminatas?

1. Dibuja un esquema de la situacion.

Se dibuja un tridangulo rectdngulo en que ¢ representa la distancia solicitada, que corresponde a la
medida de la hipotenusa.

—

12 km

2. Aplica el teorema de Pitagoras.
El teorema de Pitagoras indica que en todo triangulo rectangulo, el cuadrado de la longitud de la
hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los catetos.
C=92+122=814+144=225 & c=+225 © ¢c=15

3. Responde.
Los puntos a los que llegaron Ignacio y Catalina se encuentran a una distancia de 15 km.

> Razones trigonométricas

) » ) ) Hipotenusa
A partir de un tridngulo rectangulo como el de la imagen,

15 km

las razones trigonométricas respecto de un angulo o Cateto gy,
corresponden a la comparacion entre las longitudes opuestoa o
de sus lados por medio de un cociente.
Tres de ellas son las siguientes: 12km
Cateto adyacente a o
SE e medlda'del cateto.opuesto ao _ 9 km _9 _3 _ 06
medida de la hipotenusa 15km 15 5
FoeE ol @ medida qel cateto édyacente ao _ 12 km _12 _ 4 _ 08
medida de la hipotenusa 15km 15 5

Tangente de o, medida del cateto opuesto a o _9 km _9 _3 _ 075

medida del cateto adyacenteaa.  12km 12 4

HE:LY U3_ACT_ 2
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A continuacion, estudiaremos las razones trigonométricas fundamentales respecto de un dngulo: seno, coseno
y tangente.

> Razodn trigonométrica: seno de un angulo

El seno de un dngulo a se simboliza como sen oy se define como el
cociente entre la medida del cateto opuesto al angulo oy la medida de c

o

la hipotenusa. En el tridngulo ABC de la imagen, se cumple lo siguiente: a
_ medida del cateto opuestoa . _ a o
sen o = - : == A
medida de la hipotenusa c C b !
—>> EJEMPLO 2

Sara practica canotaje en un gran lago. Si rema 2,1 km en linea recta hacia el norte y luego 3,8 km en linea recta
hacia el oeste, squé distancia debe remar para volver a su punto de partida por el camino mds corto?

1. Dibuja un esquema de la situacion.

Se dibuja un tridngulo rectdngulo en que ¢ representa la distancia que quiere calcularse.

3,8km // N \\
2,1 km (0] E

C N Y%
Punto de partida. S

2. Aplica el teorema de Pitagoras.
?=2124382=441+1444=1885 < ¢c=+1885

3. Utiliza la calculadora para determinar el valor de /18,85 y responde.
Sara debe remar, aproximadamente, /18,85 km = 4,34 km.

—>> EJEmpL0 3 38km

En el ejemplo anterior y considerando el &ngulo de medida o que

se muestra en la imagen, scudl es el valor de sen o?
4,34 km
1. Escribe las medidas de los lados del tridangulo rectdngulo.

Medida del cateto opuesto a o: 2,1 km
Medida del cateto adyacente a a: 3,8 km
Medida aproximada de la hipotenusa: 4,34 km
2. Aplica la expresion para determinar el seno del angulo.

_ medida del cateto opuestoao. 2,1 km 210 15
seno = = = = — = 04838...
medida de la hipotenusa 434km 434 31

3. Responde.
El valor aproximado de sen o es 0,48.

e ;En qué unidades de medida queda expresada la razon trigonomeétrica?, ;por qué?
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—2>> EJEMPLO 4

;Cual es la medida del segmento BC ?

100 m

B

1. Identifica las medidas conocidas y la incognita de la situacion.

* Enlaimagen se observa que la medida de la hipotenusa del tridngulo ABC es 100 m.
e Lamedida del &ngulo <XCBA es 30°.
+ Ala medida del segmento BC se le asigna la letra x.

2. Escribe la razéon trigonométrica que permite calcular x.

- medida del cateto adyacente X
cos 30° = =—
medida de la hipotenusa 100
3. Despeja la incognita x.
€05 30° = ——
100

100+ cos30°=x

4. Utiliza una calculadora para determinar el valor de cos 30°.
€0s 30°= 0,866
5. Reemplaza este valory calcula x.

100+ 0,866 = x
86,6 = x

6. Responde.

El segmento BC mide 86,6 m, aproximadamente.

Un niflo camina subiendo una colina desde el punto B hasta el punto A, como se muestra en la imagen.

« ;Coémo determinarias la medida del segmento CA?, ;qué razon trigonométrica podrias utilizar? Explica a

tu curso.

 ;Coémo puedes comprobar que las medidas calculadas de los segmentos BCy CA son correctas? Aplica el

teorema de Pitdgoras en el tridngulo ABC'y haz la verificacion.

oo
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Y Razodn trigonométrica: coseno de un angulo

El coseno de un dngulo o se simboliza como cos o,y se define B
como el cociente entre la medida del cateto adyacente al angulo o
y la medida de la hipotenusa. En el triangulo ABC de la imagen se a €
cumple lo siguiente:
medida del cateto adyacenteaa _ b o -
b

cos oL = - -
medida de la hipotenusa c

—> EJEmPLO 5
En el triangulo rectangulo ABC que se muestra en laimagen, V85 cm
las razones trigonométricas sen By cos f3, ;son las mismas? V
1. Calcula la medida del cateto que falta. B@
La medida desconocida corresponde a la del cateto adyacente 7em

al éngulo B (BC). Para determinarla, se utilizara el teorema
de Pitagoras.

(BC)” + (CA)’ = (AB)’ ¢
(BC)? + 77 = (/65)?
(BC)*+49 =65
(BC)*=16
BC=4
2. Escribe las medidas de los catetos opuesto y adyacente al angulo o, y el de la hipotenusa.

 La medida del cateto opuesto a B es 7 cm.
 La medida del cateto adyacente a B es 4 cm.
« Lamedida de la hipotenusa es v/65 cm.

3. Expresa las razones trigonomeétricas.

medida del cateto opuesto a B _/ 765

sen B = ——
P medida de la hipotenusa V65 65
cos B = medida del cateto adyacente a _ 4 4./65
medida de la hipotenusa V65 65

4. Responde.
4./65
65

Las razones trigonométricas son diferentes, ya que sen B = % ycosP=

7/65

e En el paso 3 del ejemplo anterior, jpor qué % esigual a ??, iqué procedimiento se realizd para
conservar la igualdad?

o A28 En el triangulo ABC del EsempLo5, jes correcto afirmar que sen B = cos o? Analicen la figuray
compartan su respuesta con el curso.
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Una agrimensora esta estudiando un terreno y realizé algunas mediciones
con un taquimetro. A partir de ellas realizé el dibujo que se muestra
en laimagen.

1.

—2> EJEMPLO 6

3m

La razén trigonométrica cos o, jes la misma en los triangulos semejantes ADE y ABG?

Calcula la medida del cateto adyacente a o en el triangulo ABG.
Se puede utilizar el teorema de Pitagoras, en el tridngulo ABG para calcular la medida del cateto AB.
(AB)?+ (1,52 =(2,5)°
(AB)?+ 2,25=6,25
(AB)*=6,25-225
(AB)’=4
AB=2
Determina la medida de la hipotenusa EA del triangulo ADE.

Los tridngulos ADE y ABG son semejantes, ya que tienen en comun los mismos angulos.
Utilizando la semejanza de los dos tridangulos, es posible calcular la medida de la hipotenusa EA.

AE_AG | AE_25 o oo 3

= =5
ED GB 3 1,5 1,5

Calcula cos o en cada triangulo.

Triangulo ADE oS ol = medida del cateto adyacente a o, _ 4 ~08
medida de la hipotenusa 5

Tridngulo ABG S medida del cateto adyacente a o _ 2 _ 08
medida de la hipotenusa 2,5

Responde.

La razon trigonomeétrica cos o es la misma en los triangulos ADE 'y ABG.

e ;Qué dudas te surgieron al momento de leer el ejemplo propuesto? Coméntalas con el curso.

E [:1»Y.§ U3_ACT_4
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> Razodn trigonométrica: tangente de un angulo

La tangente de un angulo o se simboliza como tan oy se define como £
el cociente entre la medida del cateto opuesto al angulo oy la medida
del cateto adyacente al angulo . En el tridngulo ABC de la imagen se . c
cumple lo siguiente:
medida del cateto opuestoao. ~ a @ N
=2 o .
b

tano = :
medida del cateto adyacenteao b

—>> EJEMPLO 7

Respecto del tridngulo ABC, ;es correcto afirmar que el valor

de tan 3 es menor que el de sen By que el de cos j3? C
1. Calcula la medida de la hipotenusa AB del triangulo ABC.
5cm 3cm
52+ 3?=(AB)?
25+9=(AB)?
34 =(AB)* P

A B
V34 =AB

2. Escribe las medidas de los catetos opuesto y adyacente al angulo B, y el de la hipotenusa.

 La medida del cateto opuesto a B es 5 cm.
 La medida del cateto adyacente a B es 3 cm.
« Lamedida de la hipotenusa es v/34 cm.

3. Expresa las razones trigonomeétricas.

sen B = medida del cateto opuestoaB _ 5 _ 534 _ 0857
medida de la hipotenusa V34 34
cos = medida del cateto adyacente a B __3 _ 3v34 ~0514
medida de la hipotenusa 34 34
tan B = medida del cateto opuesto a B _ o _ 1%

medida del cateto adyacente a B 3

De acuerdo con los valores anteriores, se cumple que, tan B > sen By tan B > cos B.
4. Responde.

No es correcta la afirmacion, ya que tan B > sen By tan f > cos B.

e ;Como puedes comprobar los resultados 534 =0857y 334 = 0,5147 Utiliza el boton ° *de
una calculadora manual y responde. 34 34

ﬁ Unidad 3 « Geometria
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> Conecta con Educacién Fisicay Salud.

Como has visto en Educacion Fisicay Salud, es importante perfeccionary aplicar con precisién las habilidades
motrices en algln deporte u otra actividad corporal. En este sentido, para mejorar su técnica de lanzamiento,
una estudiante revisa videos y fotos de diferentes jugadoras profesionales de véleibol. Con la finalidad de mejorar
la distancia de tiro, logra capturar el momento que se muestra en la imagen.

Shutterstok/Master1305

25m

ALl . B

;Qué expresion modela la distancia d a la que llega el balén al ser golpeado por la jugadora?

1. Representa la informacion.

D C D

25m = 25m

L0 o ] o
A d B A d B

2. Expresa una razon trigonomeétrica respecto de o que incluya a la variable d.
Medida del cateto opuestoa o  2,5m Medida del cateto adyacentea o d

Ya que se conoce la medida del cateto opuesto a oy la medida de su cateto adyacente es d se utilizara
la razon trigonométrica tangente.

medida del cateto opuesto a o 25m 25m
tan o= = > d=
medida del cateto adyacente a o d tan o
3. Responde.
La expresion que modela la distancia d a la que llega el balén es d = tzﬂ
an o

e Fllargo de una cancha de voleibol mide 18 m. Si se aplica un dngulo de saque o = 107,
¢es posible hacer chocar la pelota con el suelo antes de que haya recorrido los 18 m? E3—ACT—538

No consideres la presencia de la red y comenta la respuesta con tu curso.
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Valores de las razones trigonométricas
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=
=
=1
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5]
(&)

o El deportista chileno Aldair Castro represent6 a Chile en los Juegos Panamericanos Santiago 2023 en la especialidad
de halterofilia.

El levantamiento de pesas o halterofilia exige un
nivel técnico, fisico y mental superlativo, ya que

para levantar mas del doble del peso corporal desde
el suelo hasta pasarlo por encima de la cabeza no
basta solo con utilizar todos Los mdsculos del cuerpo
sino que también se requiere de gran concentracion
y técnica para evitar lesiones, ya que la carga sobre
la espalda es muy grande.

) ) ) . # Representacion del triangulo TEP
Fuente: Juegos Panamericanos y Parapanamericanos. Levantamiento de .
pesas. Ministerio del Deporte de Chile. que forma el deportista de acuerdo

Disponible en http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU3_32. con la foto.

/Qué entendias por halterofilia antes de leer esta pagina? Coméntalo con tu curso.

iConsideras que el deporte favorece el desarrollo ffsico, promoviendo habitos de vida saludable?, jpor qué?

Respecto del tridngulo TEP de la imagen inicial, jes correcto afirmar que corresponde a un tridngulo
equildtero?, jpor qué? ;En qué te basas para responder lo anterior? Explica.

AL, ;Coémo calcularian el valor de sen o en el triangulo TEL de la imagen inicial?
Usen su creatividad y expliquen su estrategia al curso.
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—>» EJEmpLo 1

En la imagen se muestra a una levantadora de pesas participando en los Juegos Olimpicos de Beijing
2008. La barra de la pesa y los brazos elongados de la deportista forman el tridngulo rectangulo ABC
que se muestran en el dibujo. En él se han representado las fuerzas que actian en la situacién.

A . ¢
= /] N
) i F, ]
E, B E,
P
45°\/45°
1_5 x1 B 1_5 x2
v

Si el peso total que estd levantando equivale a 900 newtons (N), ;cudl es la magnitud de la fuerza que
ejerce con cada uno de sus brazos?

1. ldentifica las fuerzas existentes en la situacion.
D: peso total de la haltera o pesa. Su magnitud es de 900 N.
E,y E,: fuerzas que ejerce con sus brazos la deportista. Se cumple que sus magnitudes son iguales.
E,y Fﬂ: componentes horizontal y vertical de la fuerza F,.

F,,y F ; componentes horizontal y vertical de la fuerza F,

2. Establece relaciones entre las fuerzas anteriores.

Para que el sistema esté en equilibrio, las fuerzas resultantes horizontal y vertical deben ser nulas.

Direccion horizontal Direccion vertical
o Fx] o o F 1 o
cos45:F—<:)Fx1:F1-cos45 sen 45 :I—JL@waszsenArS
1 1
o FxZ o o F 2 o
Cos45°= == & F_=F,-cos45 sen45°= 2= & F,=F,-sen45
F, * F, y
Como la fuerza resultante horizontal debe Como la fuerza resultante vertical debe ser
ser nula, se cumple lo siguiente: nula, se cumple lo siguiente:
Fx1:Fx2 & F1=F2 Fyﬁ—Fy2 = P

3. Realiza la sustitucion F=F, = F, y reemplaza los valores de F, yF,en la ecuacion destacada con amarillo.

Fesen45°+ Fesen45°=900 = 2-F-sen45°=0900 = F=— 200 . 900 _ 900 _ 35 49)

2.sen45° 2.0707 1414

4. Responde.

La magnitud aproximada de la fuerza que ejerce con cada brazo es de 636,5 N.

Leccion1




Y»> Valores de las razones trigonométricas para angulos de 30° y 60°

Angulo30° =» sen30°= % cos 30° = ? tan 30° = ﬁ
7 o 3 . 1
Angulo 60° =» sen 60° = % cos 60° = 5 tan 60° = 3

—2» EJEMPLO 2

Las maquinas de lanzamiento, también conocidas como lanzadores automaticos, son dispositivos
disefiados para lanzar pelotas con precisidn en cuanto a velocidad y 4ngulo. Se emplean en variados
deportes tales como el tenis, el séftbol, el badminton y el futbol, entre otros.

Supdn que se posiciona una maquina en el punto I de la siguiente imagen para enviar pelotas de tenis
alos puntos Hy J.

5485m

30°
54853 m 300

H
5,485 m?

La distancia que recorre una pelota en linea recta desde el punto I al punto J, ;corresponde a 0"
cos

1. Representa los datos en un tridngulo rectangulo y aplica una razon trigonométrica para determinar
lamedida d de la hipotenusa.

J
cos60r = 2482 |, g 248
60° d cos 60°
d
5485m Como cos 60° = % se tiene lo siguiente:
H 300 d=2%85 _5485.2-1097
K 54853 m ! %

2. Responde.

La distancia que recorre una pelota desde I'a Jes 10,97 m.

* ;De qué otra forma hubieras resuelto el ejemplo anterior? Coméntalo con tu curso.
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%) EiempLo 3 Gettyimages/Nazzu

En el rugby, el término «arco» se refiere
comunmente a los postes de gol, que
son dos postes verticales colocados

en el campo de juego unidos por

un travesahno horizontal en la parte
superior, formando una «H». Estos
postes de gol son fundamentales en el
juego, ya que determinan si un equipo
ha marcado puntos. Observa el arco de
rugby que se muestra en la imagen.

Postes de la porteria en
el linea de in-goal, de
una cancha de Rugby.

;Cual es la longitud del poste vertical CF?
1. Representa la informacion en un tridngulo y calcula la distancia a desde D hasta C.

En el tridngulo rectdngulo DEC se cumple lo siguiente: F
tan 30° = 3
a

a-tan30°=3

w

a =
tan 30° x

3
V3
3

a=33

2. Calcula longitud x del poste vertical. ] 1 S0 D

55!

a=

3m

En el tridngulo DFC se cumple lo siguiente:
X

33

_x
=%

333 =x

9=x

tan 60° =

3. Responde.

La longitud del poste vertical CF es 9 m.

« Utilizando razones trigonométricas, ;como calcularias la medida del lado DE en el ejemplo anterior? Explica.

HE:[L.y U3_ACT_9y10
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—>> EJEMPLO 4

Valentina va a construir un mueble tipo baul para guardar ropa y zapatos. Su forma serd la de un prisma
de base triangular. A continuacién, se muestra una vista lateral del mueble:

1.5m

X

{Cudles son las medidas, en metros, de x e y que tendra el mueble?

1. Expresa el valor de x aplicando la definicién de una razén trigonométrica.

Como se conoce la medida del cateto adyacente al angulo de 60° y se quiere determinar la medida de su
cateto opuesto, se utiliza la razon tangente.

tan 60°=% & x=15-tan 60°

’

2. Reemplaza el valor de la tangente de un angulo de 60° en la expresién anterior.
Como tan 60° = +/3, se tiene lo siguiente:
x=15+tan60°=1,5-+3
3. Expresa el valor de y aplicando la definicion de una razén trigonométrica.

Como se conocen las medidas de los catetos adyacente y opuesto al angulo de 60° y se quiere
determinar la medida de la hipotenusa del triangulo, se pueden utilizar las razones coseno o seno.
1,5 1,5

cosel’=— < y= -
y cos 60

4. Reemplaza el valor del coseno de un dngulo de 60° en la expresion anterior.

Como cos 60° = i , se tiene lo siguiente:

5. Responde.
Elvalorde xes 1,53 myel deyes3m.

» ;Cudl es el valor decimal de 1,5+/37 Utiliza una calculadora para responder.

¢ ;Como puedes comprobar que el valor obtenido para y es correcto? Vuelve a calcularlo de dos formas
distintas: utilizando la razén trigonométrica seno y aplicando el teorema de Pitédgoras.
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Y Valores de las razones trigonométricas para un angulo de 45°

e ° 2 o 2
Angulo45° =»  sen45 =§ Cos 45° = g tan 45° = 1

—2> EJEMPLO 5

Como parte de algunas carreras aéreas, los pilotos deben demostrar su destreza para pasar su avion
entre dos torres inflables o pilones. Como el espacio entre los dos pilones es menor que la envergadura
del avion, el aparato debe pasar torcido en un angulo.

Considerando la separaciéon entre los pilones que se muestran en la imagen, jcual es la envergadura
aproximada del avién si el angulo minimo que debe formar con la horizontal mide 45°?

H N

# Envergadura w del avién.

1. Representa la situacion mediante un dibujo.

Pilsn —> W &— Pilén

45° [
—_
B /m C

2. Expresa el valor de w aplicando la definicion de una razén trigonométrica.

En el tridngulo rectdngulo ABC se conoce la medida del cateto adyacente al dngulo de 45° (7 m) y
se quiere determinar la medida w de la hipotenusa. Por lo tanto, se utiliza la razén coseno.

7

Ccos 45° = =
cos 45°

= W

T |

3. Reemplaza el valor del coseno de un dngulo de 45° en la expresion anterior.

2 . o
Como cos 45° = g se tiene lo siguiente:

7 7 14
cos45° 2 V2
2
4. Responde.
La envergadura aproximada del avion es 7+/2 m.
« ;Cuél es el valor de 7+/2? Utiliza una calculadora para responder. EUCLH
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—2> EJEMPLO 6

Utilizando un software matematico online, puedes representar diferentes triangulos para comprender de
mejor forma las razones trigonométricas. ; Cdmo puedes construir un tridngulo rectangulo con angulos

agudos de 30°y 60°7

1. Ingresa a http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_
MAT2MTEU3_35,y confecciona un arco

de circunferencia, con y luego

(arco de circunferencia).

Para ello marca los puntos A(0, 0), B(1,0) y C(0,1).
Si'es necesario, modifica la graduacién de los ejes
para obtener la Captura 1.

2. Confecciona un deslizador haciendo clic en con

deslizador podrds mover el punto como se muestra en
la Captura 2.

3. Con confecciona un punto E(a, 0). Luego, con ,

confecciona un tridngulo de vértices A, Ey D. Para
que aparezcan los valores de cada cateto e hipotenusa
debes hacer clic con el botén secundario del mouse
sobre cada lado y activar la opcién Valor. Finalmente,

en marcas los angulos del tridngulo en sentido
antihorario. Puedes observar el resultado de tu trabajo

en la Captura 3.

Captural

cid
il =]
(K1 =]
Cid

&2

los siguientes datos: Ao 02 04 08 0B
Datos para el deslizador Captura 2
a=1 - i
' G g=08
@ Niamerm () Angule () Enteo
LR
Intmrwalo Deslizadar Animacian 5]
08
Min Peldice LT T
2 L ot a4
0z
Luego, con confecciona un punto D(a, 1 - a?).
, H
De esta manera quedara el punto sobre el arco y con el Aol oz o4 o8 o8 1

Captura3

B

(18]

1B

o2

:Yos [t

A 02 e

0.6

e En el ejemplo anterior, ;cémo calcularfas sen 30° cos 30°y tan 30°? Explica a tu curso.

e ;Son exactos los valores calculados en la pregunta anterior?, jpor qué?
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—> EJempLo 7
En el tridngulo ABC de la imagen, ;jcudl es la medida del &ngulo ACB?

1. Calcula la medida del angulo DCB.

C

cosazﬁzl. é:l.\gzﬁ

202 242 2 2 B lo
Como cos o= ﬁ se tiene que o = 30°. 2V3m 22m

’ JBm
2. Calcula la medida del angulo ACD.

cosB:ﬁ:l. é:l.\fzﬁ o

223 243 2 2 A D B

Como cos B = g se tiene que B =45°.
3. Responde.

La medida del &ngulo ACB corresponde a o + [, es decir, 30° + 45° = 75°,

e ;Qué razon trigonométrica utilizarfas para calcular la medida del angulo CBD?, ;y para calcular la medida
deldngulo DAC?

Las calculadoras cientificas tienen la opcién de calcular Los valores de las razones trigonométricas
seno, coseno y tangente presionando el botén correspondiente que se muestra en la imagen y, a
continuacién, el anqulo. *

« Dependiendo del modelo de calculadora cientifica, puede variar la simbologia de los botones que se muestran.

o AL ;Cudl es el valor de sen 30°, tan 60° y cos 45°? Utilicen una calculadora cientifica, comparen sus
resultados con los obtenidos en los ejemplos anteriores y compartan su respuesta con otros grupos.

» Para finalizar la Leccionl...

 iExpusiste tus ideas de manera o ¢Fueron (tiles las « JTuviste interés en resolver
coherente y fundamentada representaciones de los desafios propuestos en
durante el trabajo grupal la leccién para comprender la leccién?, spor qué?
de la leccion?, spor qué? el contenido estudiado?, « ;Como puede la practica

« ¢Qué dificultades tuviste épor qué? de deportes aportar a tu
para calcular las razones » ¢En qué otras situaciones desarrollo fisico y personal?
trigonométricas con aplicarias lo aprendido?

la calculadora?

HE:LY U3_ACT_12a15
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Aplicacionesde
las razones trigonomeétricas

Leccion

Angulos de elevacion y depresion

El Parque Nacional Torres del Paine esta ubicado
en la Region de Magallanes y Antartica Chilena,
comuna de Torres del Paine, provincia de Ultima
Esperanza. Es conocido mundialmente por Los
macizos que le dan su nombre, gigantes de
granito modelados por la fuerza del hielo glacial.

Shuttersteck/tolobalaguer.gom

e . i

# Trekking, Parque Nacional Torres del Paine, Regién de Magallanes y Antartica Chilena.

EL trekking, también llamado excursionismo, no es En el parque habitan especies como el fiand(, el
cualquier tipo de caminata en la naturaleza, sino que blanquillo, la lechuza, el puma, el chingue y el zorro
se trata de excursiones que pueden durar mas de un colorado, ademds de distintas clases de reptiles,

dia. Para realizarlo es necesario contar con el equipo anfibios y peces. En 1978 el parque fue declarado
adecuado, que variara segln la duracién del recorrido, Reserva de la Bidsfera por el Programa Hombre y
climay exigencia. Bidsfera (MAB) de la UNESCO.

Fuente: Corporacion Nacional Forestal (CONAF). (s.f).
Parque Nacional Torres del Paine. Ministerio de Agricultura de Chile.
Ingresa a http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_ http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU3_37
MAT2MTEU3_36 para saber mds del trekking,

montanismo y senderismo.

e ;Por qué crees que las Torres del Paine son conocidas mundialmente? Explica.
« ;Consideras necesario proteger el entorno natural y sus recursos?, ;por qué?
* ;Qué informacién consideras importante al momento de realizar trekking? Coméntala con tu curso.
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¥ Angulos de elevacion y depresion Horizontal

Angulo de

P e .. depresién
Los dngulos de elevacién y depresion

se forman por la interseccion de dos lineas
imaginarias, una horizontal y otra relacionada
con la linea de mira de un observador.

Angulo de
elevacion

Observador 1 Horizontal

2T > Educacion ambiental.

Mediante la propuesta de trabajo de

la Reserva de Biosfera Torres del Paine,

se promoverdan actividades deportivas y el
consumo de productos saludables entre la
comunidad. Este tipo de acciones garantiza
unavida sanay promueve el bienestar para
todos, Lo cual estd en concordancia con el
DX 3 Saludy bienestar.

Una de las formas que contribuyen a llevar
una vida saludable es realizar trekking.

100 m

Una persona recorrera el plano inclinado que se muestra en la imagen anterior. Ella estimé la medida
del dngulo de elevacién que alli se muestra y midié la distancia horizontal del plano mediante un
poddmetro. ;A qué altura se encontrara la persona cuando esté en el punto A?

1. Representa en un triangulo la informacion.

A
Medida del angulo de elevacion: 30°
h Medida del cateto adyacente al dngulo de elevacion: 100 m
300 Medida del cateto opuesto al dngulo de elevacion: h
L 100 m P

2. Utiliza la razén trigonométrica tangente para calcular la distancia h y responde.

V3

Como tan 30°:?,setiene que: tan 30°:% < 100+tan30°=h <> ——=h

Por lo tanto, la persona se encontrard a una altura aproximada de % m.

« Siconsideras una aproximacion de /3 igual a 1,73 en el ejemplo anterior, ;jes correcto afirmar que

. . 5
la distancia entre los puntos es mayor que 55 m? Comparte tu respuesta con el curso. 1 eoa NESRE
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BELLY  us Aup 1

En 2014 se convirti6 en la primera mujer galardonada con la Medalla
Fields otorgada por la ICM en Sedl, reconocimiento considerado como
el premio Nobel de las matematicas.

Ella piensa las matematicas con imdgenes y enfoca los problemas dificiles
bosquejando en grandes hojas de papel:

«Cuando una piensa en un problema matematico dificil y no quiere anotar
todos los detalles, bosquejar ayuda a mantenerse conectada al problemax.

Wikimediacommons

Maryam Mirzakhani

Fuente: Matematicas, el papel de la mujer.
(1977'2017) Disponible en http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU3_38.

o A28 ;Qué opinas de la reflexion hecha por Maryam Mirzakhani? Comenta con el curso.
—>> EJEMPLO 2

Luego de ejercitarse trotando en un
cerro, Emilio decidié dar un paseo en
teleférico. Una amiga le toma una foto
cuando se encontraba dentro de una
de las cabinas. Tras estimar algunas
longitudes a partir de la rapidez con
que se mueve la cabinaylaalturaala
que se encuentra el cableado, Emilio
las escribié sobre la foto, como puede
verse en la imagen.

{Cudl es la medida o del &ngulo de depresion?

1. Realiza un bosquejo de la informacion.

Se dibuja un rectdngulo TLPRy al trazar su diagonal, se forman 2 tridngulos rectdngulos en que se
cumple que o+ B =90°.

R P
[ ] o
20m ; Medida del cateto adyacentea : 10 m
10m
Medida de la hipotenusa: 20m
. ]
T L
2. Calcula el valor de . 0
cosPBp=—=—
20 2

Como cos 60° = % se tiene que B = 60°. Entonces, dado que o + = 90°, se cumple que o = 30°.
3. Responde.

La medida del dngulo de depresion es 30°.

» ;De qué otra forma resolverias el ejemplo anterior? Explica.

Unidad 3 « Geometria




—>>EJEMPLO 3

El Spidercam es un sistema
de alambres utilizado para
camaras de television.
Consiste en cuatro cables
motorizados que permiten
movimientos fluidos en el
aire, ofreciendo perspectivas
Unicas. Normalmente opera a
una altura maximade 10 m,
pero puede elevarse mas si
es necesario.

El operador de la Spidercam
puede ajustar el angulo de
depresién de las cdmaras para
obtener la vista deseada.

Considera que en el

instante del entrenamiento
futbolistico que se muestra
en laimagen, la Spidercam
se encuentra grabando a un
futbolista y que el angulo de
depresion desde la cdmara
hasta el jugador mide 71°.

€ Spidercam.

(A qué distancia se encuentra la cdmara del jugador en ese instante?
1. Realiza un bosquejo de la situacion.
Se observa en el dibujo que la medida del dngulo DFE es 90 — 71° = 19°,

La distancia que se quiere determinar corresponde

a la medida del segmento EF. F H Horizontal del observador
) ) o . 710 (cdmara)
2. Calcula la distancia solicitada utilizando
una calculadora online de trigonometria.
. . - . 12m
La distancia solicitada corresponde a la medida d
de la hipotenusa del tridngulo DEF. En el dibujo
se cumple lo siguiente: H Campo de juego
12 12 b E
cos19°=—"— = d=——
cos 19
Con la calculadora se obtiene que d = 12,69144... Calculadora online
de trigonometria
3. Regponde. http://www.enlacesantillana.
cl/#/125_MAT2MTEU3_39.

La cdmara se encuentra aproximadamente a 12,69 m del jugador.

e Enelejemplo anterior, si realizas la aproximacion cos 19° = 0,95, jqué valor de d obtendrias con una calculadora?

En consecuencia, jcrees que es una buena aproximacion? Justifica.

HE:LY U3_ACT_17a20
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Descomposicion vectorial

En todo deporte, la estrategia, la planificacion y la parte En 1912 se introducen las rotaciones, haciendo que
tdctica cumplen un rol importante en el éxito y buena todos Llos jugadores se ejerciten en los distintos
ejecucion de la disciplina. EL véleibol es un deporte que aspectos del juego. Las rotaciones introducen una
fue ideado en 1895 por William G. Morgan, tomando gran variabilidad sobre el posicionamiento de Los
elementos de otros deportes con el objetivo de disponer jugadores de ambos equipos en la pista y complica
de una actividad fisica con caracteristicas singulares. el planteamiento de estrategias de juego.

Fuente: Quintana, J. (10 de mayo de 2010). Principales técnicas de véleibol. Federacién
de Véleibol de Chile. http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU3_40

- BV LR

Shutterstock/Paolo Bona

# Posiciones de los jugadores durante un partido de véleibol.

o A28, iPor qué crees que en el deporte, la estrategia, la planificacién y la parte tactica cumplen un rol
importante en el éxito y buena ejecucion de la disciplina? Coméntalo con tu curso.

e ;Qué reglas del voleibol conoces?

« ;Consideras importante el compaferismo para la practica de deportes grupales?, jconsideras que esto
ayuda a construir relaciones basadas en la confianza?, jpor qué?

 ;Qué crees que representan las letras A, By C escritas sobre la imagen del partido de voleibol?
e Laflecha que vade A a C, jcon qué concepto matematico puedes relacionarla?

Unidad 3 « Geometria




> Adicion y sustraccion de vectores

Si A(x,, y,) y Blx,, ,) son puntos en el plano cartesiano, el vector AB esté asociado al vector posicion
v=(x,-x,y,-y)=AB.

Considerando los vectores posicion i = (u,, u,) y v = (v,, v,), se define lo siguiente:

e Adicion de vectores = @ +7v=(u,, u)+ v, v,)=W +v,u+v)

20 y bl y

e Sustraccion de vectores = U -v=(u,, u,)- (v, v,) =W -v,u,-v)

—>> EJempLo 1

Un entrenador de voleibol quiere plantear en su pizarra una estrategia antes de enfrentar a un equipo.
Para ello anota en su pizarra lo que se muestra en laimageny, a continuacién, lo representa en el
plano cartesiano.

;Es correcto afirmar que OE + OC = OD?

)
k=l
Il
=
©
L
i}
=
2
=
IS
=
&l
=
c
3
j&
L
N
=~
x
[¥)
o
2
@
&2
[
8
=1
=]
=
7]

1 f |
1. Identifica las coordenadas de los puntos O, E, Cy D.
00,0) | E@43) | C4-4 | DG,0)

2. Escribe los vectores posicion.
OE=(4-0,3-0)=(4,3) | OC=(4-0,-4-0)=(4-4) | O0D=3-00-0)=(3,0)
y

3. Calcula la adicién de los vectores OE y OC.
OE+0C=(4,3)+ 4 -4)=(@4+43+(-4)=(8,-1)
4. Responde.

No es correcta la afirmacion, ya que OF + OC = (8, -1) que es distinto de OD = (3, 0).

e ;Es correcto afirmar que OE - OC = OD? Explica. 2| eoa NER ISR
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> Descomposicion vectorial
Todo vector ¥ se puede descomponer en |las componentes v y v, ,

de manera que v = (v,, v,). Y
El modulo de ¥ se calcula por la expresion |[7]] = vv,> + v, Yy

Utilizando razones trigonométricas, se cumple lo siguiente:

V. R Vy .
Cos@=—- => y =|7||-cos O sen@="—" <> v =7 - sen @

<=/

v v
7] 7] B
Porlo tanto, v = (v, v,) = (||¥]| - cos 8, ||¥]| - sen 6).

« La proyeccion del vector ¥ sobre el eje X es Ov,.  « La proyeccién del vector ¥ sobre el eje Y es O_'vy

—m » Conecta con Fisica.

Por medio de investigaciones, dos estudiantes quieren

analizar la fuerza resultante sobre un objeto. Para ello E

aplican dos fuerzas (F, y F,) sobre el objeto que se muestra o~

en la figura. Como has estudiado en Fisica, la fuerza IE]|= 20N
s

resultante o neta sobre un cuerpo se calcula como la suma
vectorial de todas las fuerzas que se aplican sobre éL.

{Cudl es el médulo de la fuerza resultante aplicada
sobre el objeto?

1. Haz coincidir uno de los vectores con un sistema
de ejes cartesianos y calcula las componentes de
cada vector.

Y Para F, = (x,, y,), se cumple lo siguiente:
DAl !
| . 2
IF|l=35N | cos 45 =;—;<—>x1:35-cos45°e>x1:35-\§
| . 2
‘ sen 45" =Lics x 235 sen 45° > x = 35 - 12
| 357 ! 2
450 |
OV lE[=20N % % x Para F, = (x,, ,), se tiene que x,=20e y, = 0.
2. Suma los vectores F, y F,.
La suma corresponde a. Puedes comprobar

el resultado obtenido
- = en una calculadora online
F.=F +F,= (35 . Q ,35. \/—§)+ (20,0) = <35 . \/—j +20,35- Q) ingresando a
2 2 2 2 .
http://www.enlacesantillana.
cl/#/L25_MAT2MTEU3_41.

La fuerza se relaciona
con la accién de
empujar un cuerpoy

Archivo editorial.

se mide en Newton (N).

La unidad Newton es
la siguiente:

Nzkg-m
SZ

3. Calcula el modulo de la fuerza resultante y responde.

Por lo tanto, el mddulo de la fuerza resultante es /1625 + 700v2 N.

2 2
||F,||:/<35-€+20)+(35-?): %wooﬁqu%: 7625+ 70073

Unidad 3 « Geometria
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YY) » Piipiilkantun, juego mapuche variante del palin.

Practicado por los nifios del pueblo mapuche, EL Pupdlkantu entrega un sinfin de variantes segin
este juego es una variante del palin y les permite el territorio en que se practique, con el sentido de
desarrollar fuerza, movilidad, coordinacion y desarrollar en los ninos la capacidad de resolver
estrategias por medio del dominio del wirio. conflictos al enfrentarse con Los nuevos desafios que
Lo anterior promueve el trabajo en equipo en entrega el espacio o terreno donde se desarrolla.

virtud de logros comunes.

Fuente: Junta Nacional de Jardines Infantiles. (Octubre de 2017).
Aukantiin, Juegos mapuche para educacién parvularia.
Disponible en http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU3_42.

» Nifos practicando Pupulkantun.

En la imagen anterior, se muestra a un grupo de nifos jugando la variante del palin. Sobre ella se
ha dibujado un plano cartesiano y el vector v. ;Cudl es el médulo de ¥?

1. Describe la informacién de la imagen.
Respecto del vector ¥ se tiene que v, = 1y que el angulo que forma con el eje X mide 45°.

2. Calcula el modulo del vector.
1 ~ 1 1 2
0545°= — = ||{]|=——— =—=="==12
Il I cos45° V2 2
2
Considerando 2 = 1,41, se obtiene que |[v]| = 1,41.
3. Responde.

El moédulo del vector es v2 o, aproximadamente, 1,41.

e ;Coémo determinarias la medida del &ngulo que forma el vector ¥ con el eje Y?

Explica BEDYY U3 ACT 22a25
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Resolucion de problemas

El tenis de mesa puede ser jugado de manera
individual o en modalidad de dobles. Su objetivo
es golpear la pelota para que pase por encima
de lared y rebote en la mitad de la mesa del
adversario de tal forma que el oponente no
pueda alcanzarla o devolverla correctamente.

De gran éxito en Asia, nacié en Inglaterra

como «ping-pong» a finales del siglo XIX.

Tras una tarde lluviosa, un grupo de tenistas,
frustrados por no poder jugar debido al mal
tiempo, tuvieron la idea de improvisar un juego
bajo techo con caracteristicas parecidas al tenis,
pero en miniatura. Tomaron una mesa cuadrada,
en el centro pusieron una cuerda afirmada

por unos maderos usandola como red y luego
tomaron un implemento plano para reemplazar
la raqueta y usaron corchos como pelotas.

Esta disciplina es celebrada en los Juegos
Panamericanos desde la edicién de
Caracas 1983.

Fuente: Juegos Panamericanos y Parapanamericanos.
Tenis de mesa. Ministerio del Deporte de Chile.
Disponible en http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU3_43.

Beneficios del tenis de mesa
* Mejora la coordinacion.
* Refuerza tus reflejos.
* Desarrolla la concentracion
* Aumenta la resistencia cardiovascular.
* Ayuda a combatir el estrés.

e ;Has jugado tenis de mesa?, ;jcrees que su practica permite desarrollar habilidades mentales y motrices?,
ipor qué?

e ;Qué medidas deben tomarse para prevenir accidentes antes de practicar este deporte?, j;por qué?
e Enlaimagen mostrada de los jugadores de tenis de mesa, ;qué elementos geométricos reconoces?

o ARX iComo creen que la geometria se encuentra presente en este deporte? Compartan su respuesta
con los otros grupos.

Unidad 3 « Geometria
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» Resolucion de problemas

En general, para resolver problemas puedes identificar los datos que se entregan, luego planificar
lo que realizaras, después resolver y, finalmente, responder.

—>> EJempLo 1

. . . Club nautico
Un yate se encuentra anclado en unaisla. Las distancias

que lo separan del club ndutico y de una estacion
meteoroldgica, ademas de la disposicién geogréfica de

Estacion
meteorolégica

estos tres lugares, se muestran en laimagen. 2,3 km
;Cudl es la medida o del 4ngulo que forman los 46 km
segmentos que unen el yate con el club nauticoy

)

con la estacion meteorolégica?

1. Expresa el valor de o aplicando la definicion de una razén trigonométrica.

Como se conocen la medida del cateto adyacente al angulo que se quiere determinar y la medida de la

hipotenusa del triangulo rectangulo, se utiliza la razén coseno.

23 1
cos o =—"—=—
46 2

2. Determina la medida del angulo cuyo coseno es ]3

Como se cumple que cos 60° = % entonces, oL = 60°.

3. Responde.

La medida del angulo es o = 60°.

—>> EJEMPLO 2 Club ndutico d
Estacion
En la situacién del Ejemplo 1, jcuadl es la meteoroldgica
distancia que separa al club ndutico de la 23km
estacion meteoroldgica? Utiliza una razéon
trigonométrica para responder. l 46km

1. Llama d a la distancia desconocida y expresa su valor aplicando una razon trigonométrica.

Como se conocen la medida del cateto adyacente al angulo de 60° y la medida de la hipotenusa del
triangulo rectangulo, se pueden utilizar las razones tangente o seno.

sen 60° :i & d=46-sen60°

V3

2. Reemplaza el valor sen 60° = - en la expresion anterior y responde.

d=46-sen60°=4,06 \/j =233 3,9837...

Por lo tanto, la distancia aproximada entre el club ndutico y la estacion meteoroldgica es 4 km.

e ;COmo puedes comprobar que la distancia d obtenida es correcta? Vuelve a calcularla de
dos formas distintas: utilizando la razén trigonométrica tangente y aplicando el teorema

de Pitagoras. BEDYY U3 AcT 26
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Fue un matemadtico y astrénomo aleman. Es considerado uno de
los fundadores de la trigonometria.
Uno de sus aportes fundamentales fue la descripcion e invencion de
varios instrumentos Utiles para la observacion y medicion del tiempo
(relojes solares).
De triangulis, quiza su obra mas importante, se compone de varios
libros: en el primero, da las definiciones trigonométricas basicas, y en el
segundo, establece la ley del seno y la emplea en la resolucién de algunos
Johann Miiller problemas geométricos.
Regiomontano

(1436-1476)

Fuente: A hombros de gigantes. Ciencia y tecnologia. Disponible en http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU3_44.

—>> EJEMPLO 3

Los relojes solares son instrumentos milenarios Shutterstock/Nicholas J Klein
utilizados para medir el tiempo basandose en

la posicion del Sol. Su principio es simple pero
profundamente ingenioso. Utilizan la sombra
proyectada por un objeto, conocido como gnomon,
sobre una superficie marcada para indicar la hora

del dia. El gnomon, que es uno de sus componentes
principales, puede tener diferentes formas, pero
siempre debe estar alineado con el eje de rotaciéon
de laTierra, es decir, apuntando hacia el polo celeste
(hacia el norte en el hemisferio norte y hacia el sur en
el hemisferio sur).

En la imagen se muestra un reloj de sol sobre el que se
ha dibujado el tridangulo rectangulo TLP. De acuerdo
con los datos que se muestran, ;cudl es la longitud del
gnomon representado por el segmento TP?

aiy ] M R

# Gnomon de un reloj de sol.

1. Identifica los datos que se entregan.

En laimagen se observa que la medida del angulo LTP es 56° y la del segmento TL es 10 cm.
Se quiere saber la medida del segmento TP que serd representada por x.

2. Planifica qué realizaras.
Se utilizard la razon trigonométrica coseno para determinar la medida x del gnomon.

3. Resuelve. : 0
Cos56°=— = x=—"—
x Cos 56°

Utilizando una calculadora online de trigonometria, se obtiene cos 56° = 0,55919... = 0,56.

Entonces, se cumple que x = % =17,86.

4. Responde.

Calculadora online de trigonometria

. . http://www.enlacesantill .cl/#/L25_MAT2MTEU3_45
FI gnomon mide aproximadamente 17,86 cm. pi//wwwenlacesantilana.cl/#/L25_MAT2! N
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—>» EJEmMPLO 4

EL ciclismo motocross (BMX) freestyle
nacié de la imaginacion de nifios

y adolescentes de California en la
década de 1970, inspirados por los
corredores de BMX de la regién. Este
deporte, se hizo cada vez mas popular
en las décadas siguientes y se integré
en los programas de competiciones
de deportes extremos, como Los X
Games en la década del 2000 y el
Festival Internacional de Deportes
Extremos FISE. La primera Copa del
Mundo de ciclismo BMX freestyle fue
desarrollada por el organismo rector
del ciclismo mundial, la Unién Ciclista
Internacional (UCI), en 2016, como
parte del FISE de ese ano.

En 2020 tuvo su debut competitivo
en Los Juegos Olimpicos de Tokio.

Fuente: Paris 2024.

Ciclismo BMX freestyle.

Disponible en
http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU3_46.

En una competencia de BMX, un competidor realiza el salto que se muestra en la imagen anterior.
De acuerdo con la informacién que se entrega, ;cual es la altura y que alcanza?

1. Identifica los datos que se entregan.

En laimagen se observa que la medida del angulo DAE es 40° y la del segmento AD es 4 m.
Se quiere saber la altura y a la que se encuentra el ciclista en la imagen.

2. Planifica qué realizaras.
Se utilizard la razdn trigonométrica tangente para determinar y.

3. Resuelve utilizando una calculadora online de trigonometria para determinar tan 40°.

tan40°=% >  4-tand40°=y > 4.084=y 2> 336=y

4. Responde. Calculadora online de trigonometria

. T http://www.enlacesantill .cl/#/L25_MAT2MTEU3_47
La altura aproximada que alcanza el ciclista es 3,36 m. S -

e £n el ejemplo anterior, jse podria haber resuelto el problema utilizando solo la razdn trigonométrica
cos 40°? Explica.

o A28 ;Piensan que el BMX es un deporte muy arriesgado?, ;qué medidas de seguridad tomarian para
su proteccion personal? Expliquen y compartan su respuesta con los otros grupos.

o)
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—2>> EJEMPLO 5

Un ingeniero observa

la cima de un cerro con un
angulo de elevacion de 30°.
A continuacion, se acerca

40 my contempla la cima
con un angulo de elevacién
diferente al anterior, como se
muestra en la imagen.

Archivo editorial.

{Cudl es la altura del cerro?

1. Identifica los datos que se entregan.

Se representan dngulos de elevacion de 30°y 60° para la observacion de un cerro desde dos
posiciones diferentes.

2. Planifica qué realizaras.
Se utilizardn razones trigonométricas para determinar la altura del cerro.
3. Resuelve.

En la imagen se observa un tridngulo con un angulo de 30° y otro con un dngulo de 60°. Al plantear
las razones trigonométricas respecto de los tridngulos, se obtiene lo siguiente:

tan30°= —2— \/—§:L 2> \/—§(x+40):y
x+40 3 x+40 3

aner=2 5 3=2 5 x3=y
x x

Al'igualar las expresiones para y, se plantea una ecuacion y luego se resuelve.
?(x +40) =xV3

23 + 403 =3x/3
4043 =2x\3

40V3 _
— =X
23

20=x
Como x =20 m, se tiene que y = 203 m. Entonces, para calcular la altura del cerro se suma
el valor de y con la altura de la persona, es decir, la altura del cerro es (2013 + 1,8) m.
4. Responde.
La altura del cerro es (20v/3 + 1,8) m.

« Sise considera una aproximacion para +/3, jes correcto afirmar que la altura del cerro es menor que 40 m?
Comparte tu respuesta con el curso.

Unidad 3 « Geometria




—2> EJEMPLO 6

El desplazamiento de un ave desde el punto O al punto A se representa por medio del vector OA como
se muestra en la imagen. jCuales son las componentes de este vector?

i A - s . i ; W .._ e .
——.————.—ld-'l-hb-.—b-———h:g—-———

Shutterstock/Faysal06

1. Identifica los datos que se entregan.
En laimagen, se observa que ||OA|| = 5 y que el dngulo que forma el vector con el eje X mide 30°.
2. Planifica qué realizaras.

Se utilizardn razones trigonométricas para determinar las componentes del vector.

3. Resuelve.
vx:||(7(||-cos30°:5-£:5\—g v, = ||OA sen30°=5-4 = 2
2 2 2 2
4. Responde.
Las componentes del vector son v, = 53 yv,= i, es decir, OA = (ﬂ i).
2 2 2 2
» Para finalizar la Leccion 2...
 ¢En qué contextos la « JFuiste perseverante durante el « ¢Qué dificultades tuviste
trigonometria puede servirte trabajo grupal de la leccién?, para transitar entre
para resolver problemas? Jpor qué? las distintas formas de
« iQué estrategias utilizaste « JUtilizaste correctamente las representacion trabajadas?
para resolver los problemas herramientas tecnoldgicas o ¢Cudles de los deportes descritos
propuestos en la leccién? propuestas?, spor qué? en la leccién te gustaria
practicar?, ;por qué?

By U3_ACT_28a3l
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Sintesis de Unidad 3 * Geometria

Leccionl  Razones trigonométricas

» Aprendiste...

Razones trigonométricas en nuestro entorno

A partir de un tridngulo rectangulo, las razones trigonométricas respecto de un dngulo corresponden
a la comparacion entre las longitudes de sus lados por medio de un cociente.

Las razones trigonométricas fundamentales son:

_medida del cateto opuestoa o _ a B

Seno de o seno = - . = —
medida de la hipotenusa c

_ medida del cateto adyacenteao _ b ¢

Coseno de o coso = : - = — a
medida de la hipotenusa c
i o
Tangente de . tan o= metﬁda del cateto opuestoa o _ a : A
medida del cateto adyacenteaa b b

Valores de las razones trigonométricas
Los valores de las razones trigonométricas fundamentales, para angulos de 30°, 45° y 60° son:

30° sen 30°= l,cos 30°= ﬁytan 30":£
2 2 3
45° sen 45° = V2 , C0S 45° =£y tan45°=1
2 2
60°  sen60°= g , 08 60° = %Ytan 60°=+3

¢Demostraste curiosidad e interés en Los ejemplos explicados? ;Sentiste confianza en
tus capacidades incluso cuando no entendiste un ejemplo en forma inmediata? Explica.

» Lograste... » Aplicaste...

 Exponer ideas, opiniones
y experiencias de manera
coherente y fundamentada.

. ¢ La evaluacion de modelos
para compararlos entre siy

¢Como el uso de ’
con la realidad.

software ayuda
e Reconocer la importancia del aresolver las * Analogias como una forma
trabajo manual e intelectual como ] necesidades de de representacion para
forma de desarrollo personal. informacion en resolver problemas.

el estudio de
la matematicas?
Justifica.

e Utilizar software que resuelven
las necesidades de informacion,
dentro del entorno educativo y
social inmediato.

ﬁ Unidad 3 « Geometria

* Estrategias para comprobar
resultados y soluciones
de problemas.




Leccion2 - Aplicaciones de las razones trigonométricas

» Aprendiste...

Angulos de elevacién y depresién

Los angulos de elevacién y depresion se forman
por la interseccion de dos lineas imaginarias, una
horizontal y otra relacionada con la linea de mira
de un observador.

Adicion y sustraccion de vectores
SiAlx;, y,)y Blx,, y,) son puntos en el plano
cartesiano, el vector AB esta agciado al vector
posicion v = (x, —x;, y,— ;) = AB.

Considerando los vectores posicion i = (u,, u,) y

v= (v, v,), se define lo siguiente:

« Adicién de vectores.
a+v=(u,u)+W,v)=+v,u+v)

e Sustraccién de vectores.

u=v="(u,u)=v,v)=Wu-v,u-v)

Descomposicion vectorial

Un vector v se puede descomponer en
lascomponentes v, y v,.

El médulo se calcula por la expresion:
17l = 2+ v
Utilizando razones trigonomeétricas, se tiene:

1%
cosO=—— =3 y =il * cos ®

Il

12
senf=——- =) y =[] *send
(Il
Por lo tanto, v = (v, v,) = ([Ill * cos 6, [[¥]| + sen ).

Al proyectar el vector v de forma perpendicular
sobre el eje X, se obtiene Ov,.

Al proyectar el vector v de forma perpendicular
sobre el eje Y, se obtiene Ov,.

Resolucién de problemas
Para resolver problemas puedes identificar Los datos que se entregan, luego planificar lo que realizards,

después resolver y, finalmente, responder.

Cuando fue necesario, strabajaste en equipo de forma responsable? ;Ayudaste a tus compafneros
y respetaste el aporte que realizaron? ;En qué te basas para responder Lo anterior?

» Lograste...
e Reconocery apreciar la igualdad de derechos
entre hombres y mujeres.

* Favorecer el desarrollo fisico personal y
el autocuidado, en el contexto de
la valoracion de la vida.

» Aplicaste...

e La simplificacion y estimacion para resolver problemas.

e La descomposicion en problemas més sencillos como estrategia

para resolver problemas.

¢Como el reconocimiento de La igualdad

&— dederechos entre todos los ciudadanos

favorece el desarrollo de la sociedad?

E U3_ACT_32y33

U3_IMA_1

Sintesis de Unidad 3 ﬁ



Unidad

Probabilidady
es tica

# Cardcter
del sistema
braille.

La Ley 20422 establece
Normas sobre Igualdad de
Oportunidades e Inclusion
Social de Personas con
Discapacidad. Se basa

en los principios de vida
independiente, accesibilidad

En esta unidad aplicaras _ T
universal, disefio universal,

técnicas de conteo para . -
calcular la probabilidad ntersectortalidad,
P participacion y didlogo social.

de eventos que puedes o
) " Fuente: Servicio Nacional de
identificar en tu entorno la Discapacidad. Ley N° 20422. Ministerio

. de Desarrollo Social y Familia de Chile.
SOCIal .y cu l'tu ral" http://www.enlacesantillana.cl/#/L25

MAT2MTEU4_48

124



https://www.senadis.gob.cl/pag/195/1432/ley_n20422
https://www.senadis.gob.cl/pag/195/1432/ley_n20422
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El braille es un sistema de escritura y lectura tactil pensado para personas ciegas. En él se
utilizan caracteres como los que se muestran en la imagen, formados por circulos en una matriz
de 3 filasy 2 columnas de posiciones que permiten representar las letras del abecedario y los

ndmeros, entre otros.

Fuente: educ.ar portal. Sistema braille. Ministerio de Capital Humano de Argentina. http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU4_49

1. Sien el caracter braille destacado en la imagen se eligiera al azar una de sus posiciones,
icomo calcularias la probabilidad de que haya un circulo en él?

2. ;Crees que es importante incorporar ascensores, pasamanos y sefializaciones en sistema
braille para promover la integracion y el desarrollo de la sociedad?, jpor qué?

» Habilidades del siglo XXI

Empatizar y comunicarse con otras personas promueve el desarrollo integral de
la sociedad, generando confianza y la actitud positiva que se requiere para realizar

diversas tareas de manera éptima.

e Lee acerca de la vida de Louis Braille, inventor del sistema braille, en
http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU4_50 [Fuente: BBC News Mundo.
(4 de enero de 2024). La historia del ingenioso nifio ciego que inventd el sistema braille.
BBC Mundo.] u otra fuente. ;Qué aspectos puedes destacar de su actitud ante la vida y de

la forma en que forjé su propio mundo?

 ;Qué mensaje en braille pondrias en la entrada de tu sala de clases?, ;por qué?

> Conocimientos previos

« Recordar estos contenidos te ayudard a abordar el trabajo de esta unidad.

Definiciones basicas

* Experimento aleatorio: prueba o ensayo cuyo
resultado no se puede saber de antemano.
Solo se conocen sus resultados posibles.

* Espacio muestral: conjunto de todos los resultados
posibles de un experimento aleatorio.

¢ Evento o suceso: conjunto de uno o mas
resultados de un experimento aleatorio.

Regla aditiva de La probabilidad
Sean Ay B dos eventos de un experimento
aleatorio. La probabilidad de la unién es:

P(A U B)=P(A) + P(B)— P(A N B)
Si Ay Bson disjuntos, se cumple que P(A N B) =0
y, por lo tanto, P(A U B) = P(A) + P(B).

Regla multiplicativa de La probabilidad
Dos eventos A y B son independientes si se cumple
Lo siguiente:

P(A N B) =P(A) * P(B)
Es decir, dos eventos son independientes si la
realizacion de uno no afecta la ocurrencia del otro.

Ejemplos.

* Considera el experimento aleatorio
de lanzar un dado de seis caras y los
eventos A: se obtiene una cantidad
de puntos menor que 3y B: se
obtiene una cantidad par de puntos.
Entonces, se cumple que:

A={1,2} B=1{2 4,6}
PAUB=243_1_4_2
6 6 6 6 3

* Considera el experimento aleatorio
de lanzar dos veces un dado de seis
caras y los eventos independientes
A: se obtiene 2 en el primer
lanzamiento
B: se obtiene una cantidad impar
de puntos en el segundo. Entonces,
se verifica que:

pANB=L.3-3_1
6 6 36 12

« ¢Cudl de estos contenidos necesitas repasar? Coméntalo con tu curso.

E U4_ACT_1

U4_VID_1




sl B Técnicasde conteo

Permutacionesy variaciones

La utilizacion de redes sociales R R rstoci/fizkes
no solo permite comunicarse

y compartir informacion, sino

que también conlleva grandes
oportunidades para el crecimiento
de negocios y emprendimientos
individuales, acercando a ofertantes
y potenciales clientes.

Una buena gestion del uso de redes
sociales necesariamente requiere

de la aplicacion de medidas de
seguridad que permitan evitar el uso
no autorizado de cuentas personales.
Generar una contrasefa segura es, por
lo tanto, una medida que debe ser
considerada seriamente al momento
de crear una nueva cuenta en internet.

Gettyimages/simonkr

Observa en la primera imagen

la contrasefa creada por Soffa en
la plataforma RED y en la segunda,
la ingresada por Martin en la
plataforma BLUE.

« ;Cudntos caracteres tiene la contrasefa de Soffa?, ;y la de Martin?

o A28, Si Sofia y Martin crearon sus contrasefias usando el maximo de caracteres que acepta su respectiva
plataforma social y solo pueden usar los digitos de 0 a 9 con repeticidn, jen cudl de las plataformas se
pueden crear mas contrasefnas distintas? Reflexionen y justifiquen su respuesta.

o ARYQ /Qué medidas pueden tomar para evitar el hackeo de su informacion personal en redes sociales?
Comenten con el curso y compartan sus conocimientos en este tema.

Unidad 4 ¢ Probabilidad y estadistica




Las técnicas de conteo se basan en el principio multiplicativo y se pueden utilizar para calcular la cantidad
de posibles resultados de un experimento aleatorio y la cantidad de elementos que tienen sus eventos.

Y Principio multiplicativo

El principio multiplicativo senala que si un evento puede ocurrir de n, maneras distintas, otro evento
de n, formas distintas y asi sucesivamente, con k eventos diferentes, el nimero total de formas distintas
en que pueden ocurrir estos eventos simultdneamente esta dado por la siguiente expresion:

N en,....om

—>» EJEmpLo 1

En la primera clase de computacion de un grupo de estudiantes, la profesora ha pedido que creen
una contrasefa sencilla de tres caracteres. El primero puede ser una de las letras A, B o C; el sequndo,
uno de los simbolos # 0 @ y el tercero, uno de los digitos de 1 a 4.

(Cudntas contrasefas distintas pueden crearse de esta manera?

1. Representa la situacion mediante un diagrama.

1
= # > 2
B~ -
g >3
S4

2. Utiliza el diagrama para escribir todas las posibles contrasefas distintas que pueden crearse.

(A#1), (A#2), (A#3), (A#4), (A@1), (A@2), (A@3), (A@4)
(B#1), (B#2), (B#3), (B#4), (B@1), (B@2), (B@3), (B@4)
(C#1), (CH2), (C#3), (C#4), (C@1), (C@2), (C@3), (C@4)

3. Cuenta la cantidad total de posibles contrasefas distintas.
La cantidad total de contrasefas es 8 + 8 + 8 = 24.

4. Aplica el principio multiplicativo para verificar el valor obtenido.

En laimagen se representa la contrasefa como

3 ) 3formas —» | s e oo | «—4formas
un rectangulo con tres casilleros, en que cada distintas. distintas.
uno representa un evento y se sefiala para él
la cantidad de formas distintas en que puede ocurrir. 2 formas distintas.

Entonces, la cantidad de contrasenas distintas es 3«2 « 4 = 24.
5. Responde.

El nimero de contrasefnas distintas que pueden crearse es 24.

 Sise cambiara el orden para la asignacién de simbolos a la contrasefia de manera que el primer caracter
fuera uno de los simbolos # o @; el segundo, uno de los digitos de 1 a4y el tercero,
una de las letras A, Bo C, jcambiaria la respuesta del EsempLo 17, jpor qué?

. U4_ACT_2a5
Explica a tu curso. H:LLY U4 ACT 2a
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La cantidad de unidades basicas o caracteres distintos del sistema braille que se pueden definir esta
limitada por la estructura misma del ordenamiento en filas y columnas. Las técnicas de conteo nos permiten
determinar esta cantidad en forma exacta.

—>» EJEMPLO 2

En la imagen se muestran las cinco primeras letras O O ‘ O O O
del abecedario expresadas en sistema braille. Como
se explicé antes, cada caracter puede considerarse Q Q Q Q

como un ordenamiento de seis posiciones en que
puede ir un circulo coloreado o no.

Si aplicas el principio multiplicativo considerando que ‘ . . O

en cada posicion hay dos estados posibles, con circulo O . O .
coloreado y sin circulo coloreado, jcuantos caracteres O O O O
distintos es posible escribir en el sistema braille?

d e

1. Representa un caracter como 6 circulos sin colorear.

OO
OO
OO

2. Escribe en cada circulo la cantidad de maneras distintas en que puede encontrarse.

# Caracteres del sistema braille.

En cada posicion puede haber un circulo coloreado . 0 uno no coloreado O Por lo tanto,
hay 2 maneras distintas en que puede encontrarse cada una.

10
010
10

3. Aplica el principio multiplicativo para calcular la cantidad total de caracteres.
202:22:2:2=20=064
4. Responde.

En el sistema braille pueden escribirse 64 caracteres distintos.

. fQ/q'o\ Consideren el siguiente caracter del sistema braille:

@O
OO
OO

Si se deja fijo el primer circulo coloreado y los otros cinco pueden estar coloreados o no, jse pueden escribir
mas o menos de 64 caracteres distintos?, jpor qué? Reflexionen y comenten con otros grupos.

Unidad 4 ¢ Probabilidad y estadistica




> Permutaciones simples

Una permutacion es cada uno de los érdenes posibles con que se Q@
pueden disponer todos los elementos de un conjunto. Asi, la cantidad P,

de permutaciones distintas de n elementos que se pueden hacer a partir

de n elementos diferentes se calcula de la siguiente manera:

P=nl=n.n-1)+mn-2)+...-32-1

En matemaética el simbolo ! denota
el «factorial» de un ndmero,

que para n € N se anota n!y
corresponde al producto de todos
los ndmeros naturales menores o
iguales que n. Ademas, se define
el factorial de cero como 0!/=1.

enquen €N,

—>» EJEmpPLO 3

Un grafo se puede entender como un conjunto de
circulos, llamados vértices o nodos, que se unen
mediante aristas o enlaces para representar las
relaciones que existen entre ellos, por ejemplo,

la relacién de amistad entre personas o los correos
enviados entre contactos de una empresa.

A continuacién, se muestra un grafo compuesto
por 3 nodos conectados entre si.

Maya Jakobine Stein
Subdirectora del
Centro de Modelamiento
Matematico (CMM) de la
Universidad de Chile

Matematica e investigadora chileno-alemana
que trabaja en combinatoria y teoria de
grafos. Es miembro del comité cientifico de
la Sociedad Matematica de Chile (SOMACH]I)
y ha trabajado como editora en diversas
revistas internacionales de matematica.

Fuente: Marca Chile. (12 de mayo de 2022). Chilenas destacadas del
mundo de las matemadticas. Imagen de Chile.
http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU4_51

{Cuantos caminos distintos se pueden establecer de modo que pasen por los 3 nodos sin que lo hagan
dos veces por un mismo nodo? Utiliza el concepto de permutacion para responder.

1. Representa los caminos en la figura e identificalos como un arreglo lineal de las letras A, By C.

o -0
/

ABC

3. Responde.

0o o
\/
O

ACB

0-—0

\

BAC

2. Interpreta el problema utilizando permutaciones.

0 o
\ /
O

BCA

P,=3/=3.2.1=6

O—0
[/

CAB

0o-—0
C

CBA

Dado que los posibles caminos pueden representarse como ordenamientos de 3 elementos, la situacion
puede interpretarse como la cantidad de permutaciones P, que pueden realizarse con tres elementos.

En el grafo se pueden establecer 6 caminos distintos que cumplen los requerimientos sefalados.

o).

U4_ACT_6

U4_AUD_1
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—>» EJEMPLO 4

Para integrar a las personas de una comunidad, una
junta de vecinos organiza un campeonato de futbol
femenino. Como se puede ver en la imagen, cada
equipo estd formado por 5 jugadoras: 1 arquera,
representada por la letra A, y 4 jugadoras de campo,
representadas por los nimeros 1 a 4.

Si una entrenadora tiene 5 jugadoras para armar
su equipo, en que la arquera es fija, ;de cuantas
maneras distintas puede distribuir a las otras

4 jugadoras en las cuatro posiciones restantes?

Shutterstock/antpkr

1. Representa las posiciones mediante casilleros numerados del 1 al 4.

Posicion 1 2 3 4

2. Escribe la cantidad de maneras distintas en que puede ocuparse cada posicion.

Las posiciones se van asignando de izquierda a derecha.

Posicion 1 2 3 4

Cantidad de maneras

4 3 2 1
Como audn no hay _ Comoya hay
asignaciones, existen 3 jugadoras _aslgnadas,
4 posibilidades. hay 1 posibilidad.

Como ya hay Como ya hay
1 jugadora asignada, 2 jugadoras asignadas,
existen 3 posibilidades. hay 2 posibilidades.

3. Calcula la cantidad total de permutaciones.
P,=4l=4-3.2.1=24
4. Responde.

La entrenadora puede distribuir a las jugadoras de 24 maneras distintas.

o A28\ ;Como pueden comprobar los resultados obtenidos en gz&‘;“fi‘igiiaafe’g’”e
los EsempLos 3 y 47 Utilicen una calculadora manual o una online http://www.enlacesantillana.
para calcular 3/'y 4!y compartan sus resultados con otros grupos. cl/#/L25_MAT2MTEUZ 52

Para calcular el factorial de un ndmero con una calculadora cientifica puedes presionar
los botones que se muestran en la imagen. Luego, escribes el nlimero y pulsas «igual» (=). *

@-e

* Dependiendo del modelo de calculadora cientifica, puede variar la simbologia de los botones que se muestran.

Unidad 4 ¢ Probabilidad y estadistica



https://es.symbolab.com/solver/
https://es.symbolab.com/solver/

Y» Variaciones
Una variacién es cada uno de los érdenes posibles con que se puede disponer una parte de
los elementos de un conjunto. Asi, para m, n € N'y n > m, la cantidad V" de variaciones distintas
de m elementos que se pueden hacer a partir de n elementos diferentes son:

n!

Sin repeticion =» V= Con repeticién =9 VR"=m"

(n—m)!

» ;Cémo quedaria expresada la formula de V™ si n = m? Comenta con tu curso la relacién de este resultado
con el concepto de permutacion.

—>» EJEMPLO 5

Renato ingresd a un nuevo trabajo y para acceder a su cuenta institucional debe crear una contrasefa
de cuatro caracteres. Si puede utilizar los digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8 0 9, sin repetirlos, ;jcuantas
contrasenas distintas puede crear?

1. Construye una representacion pictérica del problema. —» @

Se puede elaborar un diagrama para visualizar las 1
posibles contrasenas distintas que pueden crearse.
Por ejemplo, la opcion 0374 puede visualizarse en
el diagrama de la imagen.

No

2. Analiza la representacion.

Contando las flechas en el diagrama, se observa que
para elegir el primer nimero de la contrasefa hay
10 posibilidades; para el segundo, 9; para el tercero,
8y para el cuarto, 7.

3. Calcula la cantidad total de variaciones.

4
5
6

@
8

9 9

# Diagrama para la contrasefa 0374.

QOGJ\ICDU'I-P@I\)I—-

O© OO Ol b WN

Del andlisis anterior, se deduce que los digitos se pueden seleccionar de 109+ 8+ 7 = 5040 formas distintas.

El resultado anterior se puede comprobar aplicando la expresion para calcular la cantidad de variaciones
de 4 elementos (m = 4) que se pueden hacer a partir de 10 elementos (n = 10).

! ! c0e8.7 . Hv54v3.2. 1
V140:1_O-:1_O-:10 9-8-7 =10-9.8.7=5040
(10-4)! 6! 65 4321

4. Responde.

Utilizando los diez digitos sin repetirlos, se pueden crear 5040 contrasefnas distintas de cuatro digitos.

e ;Coémo puedes comprobar el resultado anterior? Utiliza una calculadora manual para responder.

Para determinar con una calculadora cientifica la cantidad de variaciones v,

primero escribe el nimero n, luego presiona Los botones que se muestran en

la imagen; a continuacion, digita el nimero m (r en la calculadora) y, finalmente, -
pulsa «igual» (=). *

e iComo cambiaria el resultado del EsempLo5 si las variaciones fueran con repeticion?
Usa la calculadora para responder. E U4_ACT 7

* Dependiendo del modelo de calculadora cientifica, puede variar la simbologia de los botones que se muestran. U4_IMA_1

Leccion1




»> Permutaciones circulares

Una permutacion es circular cuando los elementos de un conjunto se ordenan «en circulo», de manera
que el primer elemento que se ordena determina el principio y el final de la muestra. Asi, la cantidad PC,
de permutaciones circulares distintas de n elementos que se pueden hacer con n elementos diferentes
(para n € N) se calcula de la siguiente manera:

PC,=P, ,=(n-1)!

—>» EJEMPLO 6

En un recinto educacional se ha organizado un encuentro
para promover la integracion entre el profesorado y

los apoderados de los estudiantes. De esta manera se
espera mejorar la convivencia en el establecimiento.

o
o

Para el evento se habilitaron mesas, como la que .
se muestra en la imagen, con las sillas representadas
en azul.

Si se asignaron 5 personas a una de las mesas, ;de cuantas ‘
maneras distintas pueden ubicarse sentados alrededor de ella?

1. Analiza la situacion. Geetyimages/VikiVector(editado)

Como lo que importa en un ordenamiento circular es la posicion relativa de cada elemento, si se llama
A, B,C DyEalas5personas asignadas a la mesa y se las ubica como en la distribucion 1 de la siguiente
imagen, se define un ordenamiento equivalente al de las distribuciones 2, 3,4y 5:

Distribucion 1 Distribucion 2 Distribucion 3 Distribuciéon 4 Distribucion 5

A E D © B

. A ., M , . A ., A ,, A
' €°P €°9 €°H C'P
Cd G4 G4 GO ¢

2. Propdn una estrategia para responder la pregunta del problema.

Una estrategia para establecer la cantidad de distribuciones distintas que pueden darse en la mesa se
logra dejando fija a la persona A en una de las sillas e ir cambiando de silla al resto de las personas.

3. Interpreta como permutacién cada distribucion y aplica el principio multiplicativo.
Dado que son 4 los elementos que cambiaran de posicion, la cantidad de permutaciones es la siguiente:
PC.=P, ,=P,=41=4.3.2.1=24
4. Responde.

Las cinco personas pueden ubicarse sentadas alrededor de la mesa de 24 maneras distintas.

Unidad 4 ¢ Probabilidad y estadistica




> Permutaciones con repeticion
Cuando en un conjunto con n elementos hay k grupos con n,, n,, n, ... 1, elementos repetidos (en que
nk€ENyk<n)talesquen=n,+n,+n,+ ... +n, lacantidad PR """ de permutaciones con
repeticion distintas que se pueden formar se calcula de la siguiente manera:

!
PRZ""Z'"3"'"" — n.

lendende ... on!
nlentent-...-n/

 Sisecumple que n,=n,=n,=..=mn,=1,;elvalorde PRjj"" ™ es n!? Comenta con tu curso.

—>» EJEMPLO 7

Considera la palabra que se muestra en la imagen.
(Cudntas palabras distintas de cuatro letras, con significado AMA R
o sin significado, se pueden formar usando todas sus letras?

1. Escribe todas las palabras de cuatro letras que se pueden formar con las letras de AMAR.
Para distinguir las letras A en la representacion pictorica, se ha coloreado de verde una de ellas.
AMAR ARAM ARMA AAMR AARM AMRA <—— Filal
AMAR ARAM ARMA AAMR AARM AMRA <«—— Fila2
MRAA MARA MAAR RMAA RAMA RAAM <«—— Fila3
MRAA MARA MAAR RMAA RAMA RAAM <—— Fila4
2. Cuenta las palabras e identifica las que se repiten.

Hay 24 palabras. Observando las filas 1y 2, se ve que sus palabras se repiten y que lo mismo ocurre
con las de las filas 3 y 4. Entonces, eliminando las palabras de las filas repetidas 2 y 4, quedan solo
12 palabras distintas.

AMAR ARAM ARMA AAMR AARM AMRA <—— Filal
MRAA MARA MAAR RMAA RAMA RAAM <—— Fila3

3. Interpreta la situacién utilizando las permutaciones con repeticion.

La palabra AMAR esté constituida por cuatro letras, una de las cuales aparece 2 veces (la A).
Por lo tanto, se calcula P;.

44

3
2 —
Pi= 2! 2.

4. Responde.

Se pueden escribir 12 palabras distintas.

o A28 ;Qué ejemplo de su entorno se podria modelar a través de permutaciones con repeticion?
Reflexionen, usen su creatividad y expongan al curso un par de casos.
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Combinaciones

Sistema de escritura de la cultura Rapa Nui

La tradicion oral cuenta que el Ariki (rey) Hotu Matu'a lleg6 a
Rapa Nui (isla grande) en dos embarcaciones llevando consigo
algunas tablillas grabadas con cientos de signos complejos.

El rongorongo, sistema de escritura encontrado en Rapa Nui, es
un misterio que aln espera ser descifrado y que, segln estudios
recientes, data de antes de la llegada de Los europeos a la isla.

Este sistema contiene una serie de simbolos llamados glifos que
representan seres antropomorficos, animales y anzuelos, entre otros.
A través de él se cree que se traspasaban de generacion en generacion
canciones y leyendas de las tradiciones de los habitantes de la isla.

Aunque actualmente la lengua hablada por los rapa nui es el vanana
de origen polinésico, se espera que nuevos estudios puedan encontrar
la relacién que tiene con el sistema de escritura rongorongo.

# Artesano de madera sosteniendo una tableta rongorongo.

=] BDA

Fuente: LitoralPress.

Estudio sugiere que misteriosa escritura
rongorongo de Rapa Nui es mas antigua y
original de lo que se crefa.

Rescatado de http://www.enlacesantillana.cl/#/
L25_MAT2MTEU4_53.

Fuente: Conadi. (s.f.). Diccionario de la lengua
Rapa Nui. Ministerio de Desarrollo Social y
Familia de Chile. http://www.enlacesantillana.cl/#/
L25_MAT2MTEU4_54
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* ;Crees que los simbolos rongorongo de la imagen son faciles de descifrar?, jpor qué?

 ;Qué piensas que podria representar el simbolo {2}" del rongorongo?, ;y A ? Comenta con tu curso.

 ;Qué aspectos de la vida y de las costumbres de los rapa nui podriamos conocer si se logra descifrar el texto
de las tabilillas escritas en rongorongo?, ;piensas que este conocimiento es algo valioso para las actuales

generaciones de habitantes de la isla?, jpor qué?
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https://litoralpress.cl/sitio/Prensa_Texto?LPKey=7JDKLT6MH7UJQ2EMQAVHTFGOOXADC2CDDNQXKM2EKTPTM6MWBRHA
https://litoralpress.cl/sitio/Prensa_Texto?LPKey=7JDKLT6MH7UJQ2EMQAVHTFGOOXADC2CDDNQXKM2EKTPTM6MWBRHA
https://www.conadi.gob.cl/storage/docs/Diccionario_Rapa_Nui.pdf
https://www.conadi.gob.cl/storage/docs/Diccionario_Rapa_Nui.pdf

> Combinacion simple

Una combinacion es cada uno de los grupos diferentes de una cierta cantidad de elementos, sin
importar su orden, que se pueden formar a partir de los elementos de un conjunto. Asf, la cantidad C}
de combinaciones distintas de k elementos que se pueden hacer con n elementos diferentes se calcula
de la siguiente manera:

enquek,n€ENyk<n

—>» EJEmpLo 1

Supdn que para expresar una idea en la escritura
rongorongo utilizas combinaciones de 6 de los
simbolos que se muestran en la imagen.

&S
C ZX

{Cudntas combinaciones se pueden formar para
expresar distintas ideas? Asume que el orden de
los simbolos no importa y que no deben repetirse

I & ¥
) X T
& ) b
los simbolos. EZO Jj iﬁ
£ 49
& @ @

= O I%
T = V¥ 3 =»

>
X=X
< <z
SR

1. Cuenta los simbolos que hay en la imagen.

<3 = &= oo —
o 3 X e —= =3
%

Como se presentan en un ordenamiento
rectangular de 6 filas y 9 columnas y en una
de las filas faltan dos simbolos, la cantidad
totalesde 9.6 -2=54-2=52, # Simbolos del rongorongo.

E
B S8 =) —
fr

2. Interpreta la situacién utilizando combinaciones simples.

Shutterstock/Sidhe

Se debe calcular la cantidad de grupos de 6 elementos, sin repetirlos y en los que no importa el orden,

que se pueden formar a partir de 52 elementos. Por lo tanto, hay que calcular Cz%

3. Calcula el nimero de combinaciones

! ! «51+50+49.48 .47 « 26! «51.50.49.48.
Cit= 52! _ 952l _52-51-50-49-48-47-460 _ 52-51-50-49-48 47:20358520
(52-6)!-6! 46!-6! 46l.6+54+3:2.1 6e5:4+3:2:]
4. Responde.

Se pueden formar 20358 520 combinaciones de simbolos para expresar distintas ideas.

+ Dependiendo del modelo de calculadora cientifica, puede variar la simbologfa del botén que se muestra.

e ;Coémo puedes comprobar el resultado anterior? Utiliza una calculadora manual para comprobar que
el valor de C2? es 20358 520.

Para determinar con una calculadora cientifica la cantidad de combinaciones C¥,
primero escribe el ndmero n, luego presiona el botén que se muestra en la
imagen, a continuacién digita el nimero k (r en la calculadora) y, finalmente,
pulsa «igual» (=). *
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En algebra estudiaste las expresiones algebraicas formadas por dos términos, llamadas binomios, y algunas
de sus potencias, como, por ejemplo, su cuadrado y su cubo. Como verds a continuacion, las potencias de
un binomio estan relacionadas con las combinaciones.

> Coeficiente binomial o nimero combinatorio

Al'nimero de combinaciones C# (en que k,n € Ny k < n) se le llama La notacién (Z) (conk nENy
también coeficiente binomial o nimero combinatorio y se denota < Z ) k < n) representa el coeficiente

Por lo tanto, se verifica la siguiente igualdad: binomial y se lee «n sobre k».
Su valor se puede determinar

n n! utilizando el botén e de
Cr= =2t
k < k ) (n—k)! k! una calculadora cientifica.

—>» EJEMPLO 2

Recordando que un caracter del sistema braille corresponde a un ordenamiento
de filas y columnas, como el que se muestra en laimagen, y que cada una de
sus 6 posiciones puede estar coloreada o no, jcomo podrias calcular la cantidad
de caracteres distintos que es posible escribir utilizando el concepto

de niumero combinatorio?

OO0
000

1. Interpreta la situacion utilizando el concepto de nimero combinatorio. \ )

# Unidad de escritura

 La cantidad de combinaciones con 0 posiciones coloreadas de un total de del sisterna braille

6 corresponde a C§ = (8)

¢ La cantidad de combinaciones con 1 posicion coloreada de un total de 6 corresponde a C; = (?)

* La cantidad de combinaciones con 6 posiciones coloreadas de un total de 6 corresponde a C¢ = <2>

2. Resuelve los célculos utilizando el botén e de la calculadora.

La suma de los nimeros combinatorios anteriores corresponde a la cantidad de combinaciones con
0,1,2,3,4,5y 6 posiciones coloreadas de un total de 6 posiciones y, por lo tanto, permite responder
la pregunta.

C§+C$+C§+C§+C5+C§+Cg:(8)+<?>+<§)+<§>+<2)+<2)+<2)
=1+ 6 +15+20+ 15+ 6 + 1
=64
3. Responde.

La cantidad de caracteres distintos del sistema braille se puede determinar aplicando el concepto
de ndmero combinatorio y coincide con el valor calculado anteriormente: 64.

e ;Cual de los calculos realizados para determinar el nimero de caracteres distintos del sistema braille tiene
mas sentido para ti, el realizado con el principio multiplicativo, en que resultd 2° = 64, o el desarrollado en
el EsempLo 2?, ;por qué?
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Para reunir dinero e ir en ayuda de las personas
que perdieron sus viviendas en un incendio,
una junta de vecinos organiza diversos juegos.
Uno de ellos consiste en extraer desde una
témbola, al azar y sin reposicion, 5 de las bolitas
que se muestran en la imagen.

En total, ;cuantos grupos diferentes de 5 bolitas
pueden extraerse en este juego?

1.

—>» EJEmPLO 3

Interpreta la situacion utilizando el concepto de combinacion.

Hay 10 bolitas en la tdmbola y se quiere determinar la cantidad de grupos diferentes que se pueden
formar sin importar su orden. Por lo tanto, hay que calcular C.°.

Calcula el nimero combinatorio.

=252

8-/7-6 _ 30240
3.0.

B .0,
5 o4 1 120

Cw:(m)_ 10/ _10-9-8-7+6-5! _ 10
’ (10-5)!+5! 51+ 50 5

. Responde.

En total, se pueden extraer 252 grupos diferentes de 5 bolitas en el juego.

También puedes aplicar el concepto de combinacion para calcular la cantidad de diagonales que es posible
dibujar en un poligono.

1.

—>» EJEMPLO 4

Observa el hexagono de laimagen.
(Cudntas diagonales se pueden trazar en éI?

Interpreta el problema aplicando el concepto de combinacion.

Dado que un hexagono tiene 6 vértices y la diagonal de un poligono se define como el segmento
que une dos de sus vértices no consecutivos, el problema se resuelve calculando la cantidad de
combinaciones de 2 elementos que pueden hacerse con 6 elementos y restando de esta cantidad
el nimero de segmentos que corresponden a los lados del hexdagono, es decir, 6. Por lo tanto, hay
que calcular C$ - 6.

Calcula el resultado de la operacion.

L—6:6'5'4"—6:£—6:15—6:9
6-2).2! Al D! 2

Co-6=

. Responde.

En el hexdgono de la imagen se pueden trazar 9 diagonales.

o A28 iEs correcto afirmar que CJ=C/y,engeneral,que C;=Cp, _p paran,kENyk<n?

Discutanlo al interior del grupo y compartan su respuesta con otros grupos.

o) -

Shutterstock/DimaSid
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> Combinaciones con repeticion
La cantidad CR} de combinaciones con repeticion de k elementos de un conjunto con » elementos

se puede calcular mediante la siguiente expresion:

n_ (n+k-1\_ (n+k-1)!
cri= ("t =Tk

enquek,nENyk<n

Que una combinacién sea con repeticion quiere decir que cualquiera de los n elementos se podria
repetir hasta k veces.

* Para el valorde Cf, ;como interpretarias los casos en que n = k'y k= 1?7 Comenta con tu curso.
—>> EJEMPLO 5

Durante la celebracion del aniversario de un colegio, .r"' -;j
la directiva de un curso vendera barquillos de helado - i ﬁﬁ
simples (de una bolita), dobles (de dos bolitas) y —= -
triples (de tres bolitas). Los sabores que ofrecen Vainilla Caramelo G
son los que se muestran en la imagen.

(Cudantos barquillos de helado simples distintos pueden
servir?, ;y dobles?, ;y triples? Considera que dos helados
son iguales si estan formados por los mismos sabores,
sin importar el orden que tienen en el barquillo. Frutilla Chocolate

Shutterstock/baibaz

1. Interpreta el problema aplicando el concepto de combinacion.

El grupo de estudiantes ofrece 5 sabores de helado y en un barquillo simple sirven 1 bolita de helado;
en uno doble, 2 bolitas y en uno triple, 3 bolitas. Como los sabores pueden repetirse y no importa

el orden en que se ubican, hay que calcular C; = CR; para el barquillo de 1 bolita, CR; para el barquillo
de 2 bolitas y CR; para el de 3 bolitas.

2. Calcula los niUmeros combinatorios.

Barquillo simple Barquillo doble Barquillo triple
Ci=CRi= — 2 crs= Er2-1! cri= B3
G-nr! G-1!2! 5-1!3!
_ oA __o _ /!
411! 412! 41.3]
5 654 7654
Il SN T 432241
=5 ~ 30 210
S 2 6
=15 = 35

3. Responde.

La cantidad de barquillos simples, dobles y triples distintos que pueden servir son 5, 15y 35, respectivamente.

o A9 ;Por qué en el EsempLo5 se afirma que C; = CR?? Reflexionen promoviendo la participacion de todos
los integrantes del grupo y compartan su respuesta con el curso.
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Para estudiar las caracteristicas de una poblacién se pueden realizar muestreos aleatorios. Cuando la poblacién
es grande, no hay demasiada diferencia entre hacer un muestreo aleatorio con reemplazo o sin reemplazo.
Sin embargo, esto no es asi para poblaciones pequenas. Aplicando combinaciones, puedes verificar esto.

—>» EJEMPLO 6

Se seleccionaran al azar muestras aleatorias de 3 personas desde las siguientes poblaciones A y B:

e o o o o ® © © o o o o o o o
Las muestras pueden escogerse con reemplazo, en cuyo caso es posible seleccionar un mismo elemento
mas de una vez, o sin reemplazo, en cuyo caso un elemento que ha sido seleccionado no puede volver

a ser elegido. ;Para cual de las poblaciones es mayor la razén entre la cantidad de muestras distintas con
reemplazo y sin reemplazo que se pueden formar?, ;cémo se podria interpretar este resultado?

1. Calcula la cantidad de muestras distintas con reemplazo y sin reemplazo para la poblacion A.

Combinaciones con reemplazo en poblacion A Combinaciones sin reemplazo en poblacion A
— 1! / 654/ / 4.3/
CR35:(5+3 1).: /! :7 6.5 4;2@:35 C35: 5! :5 4&: 20 :@:10
5-1m!-31 45.31 4.3.2.1 6 (5-3)!-3! 2130 2.1 2
2. Calcula la cantidad de muestras distintas con reemplazo y sin reemplazo para la poblacion B.
Combinaciones con reemplazo en poblacion B Combinaciones sin reemplazo en poblacién B
— 1! ! . . .9/ / «0.8. %
R;0:(10+3 1).: 12! :12 1110 %:13202220 C3‘0: 10! :10 9.8 7\,:@:120
(10-1)!1.31 9!.3! Ne3:2] (10-3)!-3! HNe3e2e] 6

3. Calcula las razones.

PoblacionA =¥ 35:10=3,5 | PoblacionB  =» 220:120=1,83
4. Responde.
La razon es mayor para la poblacion A. Este resultado se puede interpretar sefialando que al crecer una

poblacién, la razén entre la cantidad de muestras con reemplazo y sin reemplazo disminuye y que, por
lo tanto, las posibilidades de seleccionar un elemento mas de una vez en un muestreo aleatorio son menores.

o A8, ;Estan de acuerdo con la interpretacion del resultado del Esempro 62, jpor qué? Reflexionen y discutan
su respuesta con el curso.

» Para finalizar la Leccionl...

» ¢Cudles son las principales « ;Crees que el uso de analogias « iPiensas que es importante
diferencias que te permiten y situaciones cercanas te ayudo analizar en forma critica la
distinguir permutaciones, a comprender Los contenidos de informacién que hay en redes
variaciones y combinaciones? la leccién?, spor qué? sociales?, spor qué?

« ¢Qué estrategias aplicaste « ¢Como se podria lograr « ¢Como se enriquece la
para resolver los problemas equiparar los derechos de todas sociedad si sus integrantes
de la leccién?, ste facilitaron las personas que componen tienen distintas capacidades
el trabajo?, spor qué? una sociedad? y potencialidades?
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s 4 Calculodeprobabilidades

Probabilidadesy azar

Los juegos de azar despiertan gran interés y han inspirado
algunos conceptos fundamentales de la ciencia. Un ejemplo
de ellos son Los juegos con dados, que han acompanado

a la humanidad desde sus inicios y que, hasta el siglo XVI,
carecfan de un método formal para cuantificar sus resultados.

A partir de los trabajos de matemadticos como Cardano,
Huygens y Pascal se abordaron matematicamente muchos
delos juegos de azar mds populares, como el juego de dados,
el de cartas y el domind, entre otros. Johnvon Neumann

EL poker fue estudiado por el matematico John von (1903-1957)
Neumann, que aplicé la teoria de juegos como herramienta
probabilistica para anticipar las posibilidades de ganar

el juego teniendo en consideracion tanto su naturaleza
aleatoria como las posibles estrategias aplicadas por

los otros jugadores.

En el poker gana el participante que consigue una «mano»
de 5 cartas menos probable que Los otros participantesy

Matematico hingaro-estadounidense que
realiz6 contribuciones fundamentales en
fisica cuantica, teoria de juegos, ciencias
de la computacion y economia, entre
otras disciplinas.

se juega con una baraja de naipe ing[és (o francés) como Fuente: BBC News Mundo. (19 de noviembre de 2016). 7 afortunados
Lo . casos en los que los juegos de azar cambiaron las matemdticas.
la Slgl‘”ente' BBC Mundo. http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU4_55
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e ;Como calcularfas rapidamente la cantidad de cartas que componen la baraja de naipe inglés de la imagen?
Explica a tu curso.

« En la baraja puedes identificar cuatro «pintas»: picas #, corazones ¥, tréboles 0 y diamantes 4.
/Como calcularfas cuantas cartas componen cada «pinta»?

« Sise revuelve la baraja de naipe inglés y se extrae una carta al azar, jpiensas que los eventos posibles
son equiprobables?, jpor qué? Reflexiona y explica a partir de lo que sabes.

* ;Has jugado naipes u otro juego de azar?, ;qué aspectos positivos puedes nombrar de este tipo
de juegos en relacion con la recreacion y la convivencia social entre las personas?
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Y Reglade Laplace

La regla de Laplace permite calcular la probabilidad de un evento A cuando todos los resultados
posibles del experimento aleatorio (0 espacio muestral ) pueden contarse y, ademas, cada resultado se
puede asumir como equiprobable. Para un experimento aleatorio de estas caracteristicas (con #€ = 0),
la probabilidad de A se denota P(A) y corresponde al cociente entre los casos favorables al evento A 'y

la cantidad de casos totales. Esto se expresa mediante la siguiente igualdad:

P(A) = #4 EL simbolo # representa
Q la «cardinalidad» de un
conjunto, es decir, la cantidad
en que A es un evento del experimento aleatorio y  es su espacio muestral. de elementos que posee.

—>» EJempLo 1

En el juego de naipes, se llama «mano» al conjunto de cartas extraidas al azar que recibe cada uno
de los jugadores.

Si se extrae al azar una «<mano» de 5 cartas desde una baraja de naipe inglés (de 52 cartas),
icudl es la probabilidad de que esté formada por las siguientes cartas?

4 3 &

TR

1. Verifica que se cumplen las condiciones para aplicar la regla de Laplace.

 Todas las combinaciones de 5 cartas extraidas al azar desde la baraja tienen la misma probabilidad,
es decir, son equiprobables.

 lacantidad de combinaciones de 5 cartas se puede contar, es decir, hay una cantidad finita de ellas.
Por lo tanto, se cumplen las condiciones para aplicar la regla de Laplace.

2. Define el espacio muestral y calcula la cantidad total de elementos que posee.

El espacio muestral del experimento aleatorio contiene todas las combinaciones de 5 elementos
que pueden hacerse a partir de 52 elementos y, por lo tanto, su cardinalidad es C2%

52! _ 52:51-50-49-48-#4 _ 52-51-50-49-48 _ 311875200

= =2598960
(52 -5)I-5! G 5443241 5¢4.3.2.1 120

#Q =i =

3. Define el evento de interés y calcula la cantidad de casos favorables a él.

3 Y
El evento es A: obtener la «mano» :

#A=1.

IE Como esta combinacion es Unica, se tiene que

4. Aplica la regla de Laplace y responde.

pay="A -1
#Q 2598960

La probabilidad aproximada de obtener la <mano» sefialada es 0,0000004.

= (0,000000385
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Utilizando las técnicas de conteo que aprendiste anteriormente y aplicando la regla de Laplace, puedes
calcular las probabilidades de muchas combinaciones particulares de cartas en el juego de naipes.

—>» EJEMPLO 2

En el juego de cartas, una
escalera de color consiste
en 5 cartas que forman
una secuencia de numeros
consecutivos de una misma
«pinta». En la imagen, se
muestra una de las escaleras

€ Escalera de color.
que se pueden obtener Nota que en el juego

desde una baraja. de naipes las cartas
Ky as se consideran
F consecutivas.

;Cudl es la probabilidad
de formar una escalera ‘

de color al extraer al azar >
5 cartas desde una baraja
de naipe inglés?

Shutterstock/Tatiana Popova

1. Verifica que se cumplen las condiciones para aplicar la regla de Laplace.

Aligual que en el ejemplo EsempLo 1, se constata que existe equiprobabilidad y que la cantidad de eventos
posibles es finita. Por lo tanto, se cumplen las condiciones para aplicar la regla de Laplace.

2. Define el espacio muestral y calcula la cantidad total de elementos que posee.

En el EsempLo 1 se calculd la cardinalidad del espacio muestral como #Q = C2* = 2 598 960.
3. Define el evento de interés y calcula la cantidad de casos favorables a él.

El evento es A: obtener una escalera de color.

Con las cartas de una «pinta» dada se pueden formar 13 escaleras de color, ya que cada una de
las escaleras puede comenzar con una de las 13 cartas de la «pinta.

Como hay 4 «pintas» en una baraja, la cantidad de casos favorables al evento A (o cardinalidad de A)
son las siguientes:

#A=4-13=52
4. Aplicalaregla de Laplace.
pay=*4 - 52 0000020008
#Q 2598960

5. Responde.

La probabilidad aproximada de obtener una escalera de color es 0,00002.

« ;De qué otra forma comprobarias que el valor de C2* es 2 598 960? Ca culadora combinatoria
Utiliza una calculadora online o una manual para responder. En la hitp://www.enlacesantillana.
calculadora online debes escribir lo siguiente: 52ncr5 . cl/#/L25_MAT2MTEU4_56
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Gettyimages/Arnau Ramos Oviedo

—>> EJEMPLO 3

Se extraen al azar 5 cartas desde una baraja de naipe inglés.

{Cudl es la probabilidad de obtener una «mano» como
la que se muestra en laimagen?

1. Verifica que se cumplen las condiciones para aplicar
la regla de Laplace.

Segun se vio en los ejemplos anteriores, se cumplen
las condiciones para aplicar la regla de Laplace.

2. Define el espacio muestral y calcula la cantidad total
de elementos que posee.

En el EsempLo 1 se calculo la cardinalidad del espacio .
muestral como #Q = C? = 2598 960. 4 Mano que consta de 4 ases y una carta cualquiera.

3. Define el evento de interés y calcula la cantidad de casos favorables a él.

El evento es A: obtener una «<mano» con 4 ases. Teniendo en cuenta que en una baraja de naipe inglés
hay 4 ases, que no importa el orden en que estos salgan y que la quinta carta puede ser cualquiera de
las otras 48, se deduce que hay 48 casos favorables, es decir, que #A = 48.

4. Aplica la regla de Laplace y responde.
pay=t4 48

= = ——— =0,0000185
#Q 2598960

La probabilidad aproximada de obtener una «mano» con 4 ases es 0,0000185.

—2» EJEMPLO 4

Al extraer al azar 5 cartas desde una baraja de naipe inglés, ;cudl es la probabilidad de obtener
exactamente 1 as?

1. Verifica que se cumplen las condiciones para aplicar la regla de Laplace.

Segun se vio en los ejemplos anteriores, se cumplen las condiciones para aplicar la regla de Laplace.
2. Define el espacio muestral y calcula la cantidad total de elementos que posee.

Anteriormente se calculd la cardinalidad del espacio muestral como #Q = C2? = 2598 960.
3. Define el evento de interés y calcula la cantidad de casos favorables a él.

El evento es A: obtener exactamente 1 as. Teniendo en consideracion que el as que se extrae puede ser
cualquiera de los 4 que hay en la baraja y que esta carta debe presentarse junto a otras 4 cualesquiera
de las restantes 48 cartas que no son ases, la cantidad de casos favorables es la siguiente:

! cA7 « 46 « 45 4] cA7 + 46 -
A =4.CB=4- 48! _4.48:47-46-45-34 _, 48-47-46 45:4669920:778320
(48 —4)1+ 4! A4fe 403020 Ae3e2-1 6
4. Aplica la regla de Laplace y responde.
pa) = A — 778320 59947364
#Q 2598960
La probabilidad aproximada de obtener exactamente 1 as es 0,3. E4_ACT_19
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Las técnicas de conteo te permiten también calcular las posibilidades que existen en otros juegos de azar,
como, por ejemplo, el sorteo de combinaciones de ndimeros.

—>» EJEMPLO 5

El centro de apoderados de un colegio realiza
un bingo para reunir dinero que se destinard a
implementar rampas de ingreso al edificio para
personas que se trasladan en silla de ruedas.
Un sorteo consiste en seleccionar al azar 4 de
las bolas que se muestran en la imagen.

Los cartones con los que se puede participar
en el juego contienen 4 nimeros de 1 a 20.

{Cudl es la probabilidad de que una persona
acierte los 4 numeros seleccionados al azar
si va a comprar un cartén?

0000
0000
0000

Shutterstock/LuckyBall

0000
0000

# Conjunto de bolas desde las que se extraen
4 para un sorteo.

1. Verifica que se cumplen las condiciones para aplicar la regla de Laplace.

 Todas las combinaciones de 4 nimeros tomadas de los nimeros 1 a 20 tienen la misma probabilidad
de ser seleccionadas, es decir, son equiprobables.

 La cantidad de combinaciones de 4 nimeros tomadas de los nimeros de 1 a 20 se puede contar,
es decir, hay una cantidad finita de ellas.

Por lo tanto, se cumplen las condiciones para aplicar la regla de Laplace.
2. Define el espacio muestral y calcula la cantidad total de elementos que posee.

El espacio muestral del experimento aleatorio contiene todas las combinaciones de 4 elementos
que pueden hacerse desde un total de 20 elementos y, por o tanto, su cardinalidad es C;*.

4o o 200 20.19-18-17-T6l _20.19-18-17 _ 116A2r80 84

© 044 16le4.3.241 4.3.2.1
3. Define el evento de interés y calcula la cantidad de casos favorables a él.
El evento es A: comprar un carton que tenga los 4 nimeros que seran sorteados en el bingo.
Como esta combinacion es Unica, se tiene que #A = 1.

4. Aplica la regla de Laplace y responde.

~#A 1 0000206398

P(A) =2 -
#Q 4845

5. Responde.

La probabilidad aproximada de acertar a los 4 nimeros sorteados si se compra un cartén es 0,0002.

e ;Coémo determinarias la probabilidad de acertar en el EsempLo 5 si la persona comprara 10 cartones en vez
de 17 Reflexiona, realiza algunos supuestos y compara tu respuesta con las del curso.

e ;Qué combinacion de 4 numeros seleccionarias si quisieras ganar un sorteo como el descrito en el EsempLo 57,
ipiensas que tu combinacién tiene mas probabilidades de ganar que cualquier otra?, ;por qué?

Unidad 4 ¢ Probabilidad y estadistica




—>» EJEMPLO 6

Yo sacaré sin mirar 6 bolitas
Observa las bolitas que en vez de 5y afirmo que

se muestran en la imagen tengo mas probabilidades
. adivinar sus nmeros. que Rebeca de adivinarlos.
y analiza lo que Rebeca 'y

Extraeré con los ojos
cerrados 5 bolitas e intentaré

0000
000
0000

¢Es correcta la afirmacién de Diego?

Shutterstock

1. Verifica que se cumplen las condiciones para aplicar la regla de Laplace.
 Todas las combinaciones de 5 nimeros tomadas de los nimeros 0 a 10 tienen la misma probabilidad
de ser seleccionadas, es decir, son equiprobables. Lo mismo ocurre para las combinaciones de 6 nimeros.

 La cantidad de combinaciones de 5 0 6 nimeros tomadas de los nimeros 0 a 10 se puede contar,
es decir, hay una cantidad finita de ellas.

Por lo tanto, se cumplen las condiciones para aplicar la regla de Laplace.

2. Define los espacios muestrales, 2, para Rebeca y €, para Diego, y determina la cantidad total de elementos
que poseen con una calculadora.

Rebeca Diego
#Q, = Cl' =462 #Q,=C]' = 462
3. Define los eventos de interés y calcula la cantidad de casos favorables a cada uno.

Rebeca Diego
El evento es R: adivinar los 5 nimeros El evento es D: adivinar los 6 nimeros
que se seleccionaran al azar. que se seleccionaran al azar.
Como se trata de una combinacion Como se trata de una combinacion
en particular, se cumple que #R = 1. en particular, se cumple que #D = 1.

4. Aplicalaregla de Laplace.

Como la cantidad de casos favorables y la de casos totales para cada uno son iguales, también lo son
sus probabilidades.

P(R) = P(D) = —— ~ 000216450
462

5. Responde.

La afirmacion de Diego no es correcta, ya que la probabilidad es la misma.

e Notaen el EiempLo6 que 5 + 6 = 11. ;Determina esta relacion numérica que

las probabilidades sean iguales?, jpor qué? Reflexiona a partir de la igualdad PP us_cT 20
Ci=CI_ paran,kENyk<n.
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Otro juego de azar que puede ser descrito usando técnicas de conteo es el domind, que se juega con fichas
que estan divididas en dos partes, cada una conteniendo entre 0 y 6 puntos.

—>» EJEMPLO 7

El dominé tradicional se juega con fichas que,
como se observa en la imagen, estan divididas
en dos partes iguales, cada una conteniendo
entre 0y 6 puntos. Se llama «chancho» a las
fichas que tienen la misma cantidad de puntos
en ambas partes.

Considerando que no existen dos fichas iguales,
icudl es la probabilidad de sacar un «chancho»
al extraer al azar una de las fichas de un juego
completo de dominé?

Gettyimages/EricFerguson

# Algunas fichas de dominé.

1. Verifica que se cumplen las condiciones para aplicar la regla de Laplace.

 Todas las fichas de domind tienen la misma probabilidad de ser extraidas, es decir, son equiprobables.
 Lacantidad total de fichas de un juego se puede contar, es decir, hay una cantidad finita de ellas.
Por lo tanto, se cumplen las condiciones para aplicar la regla de Laplace.

2. Define el espacio muestral y calcula la cantidad total de elementos que posee.

El espacio muestral del experimento aleatorio contiene todas las combinaciones de 2 elementos
con repeticion que pueden hacerse desde un total de 7 elementos (ya que los nimeros van de 0 a 6).
Por lo tanto, su cardinalidad es CR.

=28

Hr=CR, = <7+§_ 1) B (8—3,!-2! B ;.-72.-61i - 8; B %
3. Define el evento de interés y calcula la cantidad de casos favorables a él.
El evento es A: obtener un «chancho» al extraer al azar una ficha de dominé.
Como existe un chancho por cada uno de los niimeros 0 a 6, se tiene que #A =7.

4. Aplica la regla de Laplace.

5. Responde.

La probabilidad de obtener un «chancho» en el juego de dominé es 0,25 0 25%.

* ;De qué otra forma comprobarias que el valor de CR; es 28?

. . Calculadora combinatoria online
Utiliza una calculadora online o una manual y responde.

http://www.enlacesantillana.cl/#/
L25 MAT2MTEU4_57
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—>» EJEmMPLO 8

En una partida de domind tradicional, un jugador extraera al azar un lote de 8 fichas.
(Cudl es la probabilidad de que en su lote estén las fichas que se muestran en laimagen?

Shuttersotck/Sergio Gutierrez Getino

# «Chanchos» del dominé.
1. Verifica que se cumplen las condiciones para aplicar la regla de Laplace.
 Todas las combinaciones de 8 fichas tienen la misma probabilidad de ser extraidas, es decir,
son equiprobables.

* la cantidad total de combinaciones de 8 fichas se pueden contar, es decir, hay una cantidad finita
de ellas.

Por lo tanto, se cumplen las condiciones para aplicar la regla de Laplace.
2. Define el espacio muestral y calcula la cantidad total de elementos que posee.

El espacio muestral del experimento aleatorio contiene todas las combinaciones de 8 elementos
que pueden hacerse desde un total de 28 elementos (ya que hay 28 fichas en un juego de domind
tradicional). Por lo tanto, su cardinalidad es C3®,

28! _28:2/+26+25-24-23-22-21-280 _ 125318793600 _

= 3108105
(28-8)!-8! 20087654321 40320

Q= Cr =

3. Define el evento de interés y calcula la cantidad de casos favorables a él.
El evento es A: obtener los 7 «chanchos» al extraer al azar 8 fichas de domino.

Como en el lote de 8 fichas 7 son «chanchos» y la octava puede ser cualquiera de las otras 21 fichas
que no son «chanchos», se tiene que #A = 21,

4. Aplica laregla de Laplace.

_#A _ O

P(A) = = —
#Q 3108105

= (0,00000676

5. Responde.

La probabilidad aproximada de obtener los 7 «chanchos» al extraer al azar 8 fichas es 0,000007.

e (Considera el paso 3 del EsempLo 8. ;Se tuvo en cuenta el orden de aparicion de los «chanchos» o no es relevante
para el calculo realizado? Reflexiona y comenta con el curso.

o A28 ;Qué opinas del uso de las técnicas de conteo para determinar probabilidades en los juegos de azar
estudiados?, jpiensas que te han ayudado a comprenderlos mejor?, jpor qué? Reflexionen y por turnos

expresen sus opiniones.
sED
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Probabilidades en la sociedad

Para realizar estudios acerca del comportamiento de
la sociedad actual, se realizan procesos de muestreo
aleatorio adecuados que aseguren que cualquier
persona pueda ser seleccionada en la muestra. Estos
procesos estadisticos requieren conocer la cantidad total
de muestras posibles de seleccionar. Cuando dentro
de la poblacién hay variables de interés relacionadas
con algun subgrupo especifico de individuos, sus
caracteristicas deben ser salvaguardadas.

Muestreo 2

25%

de la poblacion

Muestreo 1

1%

de la poblacion

El muestreo que se utiliza habitualmente en las
técnicas estadisticas es el aleatorio sin reemplazo
que, mediante una analogia, puede entenderse
considerando a la poblacién como una témbola
con bolitas y a la muestra como las bolitas que

se obtienen al extraerlas al azar y sin reemplazo.
Por ejemplo, en la siguiente imagen se muestran
cuatro posibles muestreos aleatorios sin reemplazo
desde una misma poblacion:

Muestreo 4

75 %

de la poblacion

Muestreo 3

50 %

de la poblacion

Shutterstock/The Studio(editado)

En cada caso se puede establecer la cantidad total de muestras diferentes que podrian obtenerse

de la poblacion utilizando la combinatoria simple.

Muestreo 1

Cantidad de
muestras diferentes:

100
cr-{)

Muestreo 2

Cantidad de
muestras diferentes:

100
Clo :< )
25 25

Muestreo 3

Cantidad de
muestras diferentes:

100
Cloo :< )
50 50

Muestreo 4

Cantidad de
muestras diferentes:

100
Clo :< )
75 75

e ;Cudl de los nimeros combinatorios anteriores puedes calcular mentalmente?, ;cémo lo harfas y cual es
su valor? Comparte tu respuesta con tu curso.

e ;Cudles de los numeros combinatorios anteriores tienen el mismo valor?, jcomo lo sabes? Explica.
o A28\ Sien un colegio el 65 % de los estudiantes son mujeres y el resto son hombres, j;como podirian realizar
un muestreo que conserve esta razén entre mujeres y hombres? Usen su creatividad para describir como
realizarian el muestreo y expliquenlo al curso.

o A8 ;Qué caracteristica del alumnado de un colegio podria requerir una muestra que conservara la razén

entre mujeres y hombres de la poblacion para que el estudio fuera mas representativo de la realidad?
Compartan y comparen su respuesta con las de los otros grupos.

i Unidad 4 ¢ Probabilidad y estadistica



— 2] > Conecta con Historia, Geografiay Ciencias Sociales.

o ) o . Distribucion por género de
En el contexto de la globalizacion, se encargo a una oficina de estudios los trabajadores de la empresa

plblicos una investigacién acerca de las condiciones laborales de los

90 trabajadores de una empresa multinacional, cuya distribucion por A

, o . . . o 63
género se muestra en el grafico de laimagen. Para realizar su estudio, g .,
la oficina realizara un muestreo aleatorio sin reemplazo, seleccionando B
10 individuos de la poblacion considerada. % :Z
Como has estudiado en Historia, Geografia y Ciencias Sociales, evitar g o5
la discriminacién de género permite reconocer la diversidad que existe E .
en la sociedad. Inspirdndose en este principio, una agencia verificara % 0

(@]

que la muestra sea realmente representativa de la poblacién estudiada.

\J

Hombre Mujer
Género

{Cudl es la probabilidad de que la muestra extraida conserve la razén entre mujeres y hombres que
existe en la poblacién?

1. Interpreta la situacion.

Para mantener la razén entre la cantidad de mujeres y hombres en la muestra, se calculan los porcentajes
que representan en la poblacion y se aplican a la muestra de 10 individuos.

Porcentaje de mujeres =» 100%- % =60 % Porcentaje de hombres =» 100 % — 60 % = 40 %

Por tanto, como el 60 % de 10 es 6y el 40 % de 10 es 4, en la muestra debe haber 6 mujeres y 4 hombres.
2. Verifica que se cumplen las condiciones para aplicar la regla de Laplace.

Se puede aplicar la regla de Laplace, ya que la probabilidad de elegir a cada individuo de la poblacién es
la misma (equiprobabilidad) y la poblacion tiene una cantidad finita de integrantes (90).

3. Define el espacio muestral y calcula la cantidad total de elementos que posee.

El espacio muestral corresponde a todas las muestras distintas de tamano 10 que se pueden seleccionar
con 90 trabajadores. Por lo tanto, su cardinalidad es #Q = C732.

4. Define el evento de interés y calcula la cantidad de casos favorables a él.
El evento es A: seleccionar una muestra aleatoria de tamafo 10 que contenga 6 mujeres y 4 hombres.

Su cardinalidad corresponde a la cantidad de muestras con tales caracteristicas y se puede calcular como
el producto entre la cantidad de muestras de tamafio 6 de entre 54 mujeres por la cantidad de muestras
de tamano 4 de entre 36 hombres. Por o tanto, se cumple que #A = C2* - C}°.

5. Aplica laregla de Laplace para calcular P(A). Usa una calculadora para determinar los nimeros combinatorios.

_#A _ CF-CP® 2582716558905

P(A)
#Q ch 5720645481903

=0,26594012

6. Responde.

La probabilidad aproximada de que la muestra conserve la razéon entre mujeres y hombres es 0,266.

o A28\ En el ejemplo anterior, jcreen que serfa importante que la muestra conservara
la razédn entre las cantidades de mujeres y hombres de la poblacion?, jpor qué? E U4_ACT_25

Reflexionen y compartan su respuesta con el curso. U4_IMA_3
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Como puedes ver, las técnicas de conteo pueden facilitar la comprensién de muchos fenémenos sociales,
permitiendo tomar decisiones informadas y muchas veces acertadas.

—2> EJEMPLO 2

Supon que en el Esempro 1 la oficina de estudios publicos decidié obtener la muestra manteniendo la
razon entre las cantidades de mujeres y hombres, de modo que seleccionara al azar y sin reemplazo
a 6 de las mujeres y a 4 de los hombres.

Claudia es una de las 90 trabajadoras de la empresa multinacional. ;Cual es la probabilidad de
que sea una de las seleccionadas en la muestra?

1. Interpreta la situacion.

Como la cantidad total de hombres es fija (36) y el nimero de hombres que serdn seleccionados en la
muestra también (4), estas cantidades no influirdn en la determinacion de la probabilidad de que Claudia
sea incluida en la muestra.

2. Verifica que se cumplen las condiciones para aplicar la regla de Laplace.

Se puede aplicar la regla de Laplace, ya que la probabilidad de elegir a cada una de las mujeres de
la muestra es la misma (existe equiprobabilidad) y la poblacién considerada tiene una cantidad finita
de mujeres (54).

3. Define el espacio muestral y calcula la cantidad total de elementos que posee.

El espacio muestral Q esta constituido por las combinaciones de 6 elementos que se pueden hacer
a partir de 54 elementos. Por lo tanto, su cardinalidad es #Q = C*.

4. Define el evento de interés y calcula la cantidad de casos favorables a él.
El evento es A: Claudia esta en la muestra.

Los casos favorables al evento A corresponden a todas las posibles muestras en que Claudia es una de
las 6 mujeres seleccionadas, es decir, a la cantidad de combinaciones de 5 mujeres que se pueden hacer
a partir de las otras 53 mujeres. Entonces, se tiene que #A = C.°.

5. Aplica laregla de Laplace y calcula la probabilidad P(A).

53! 53!
P(A):ﬁzc—?: (53 -5)!.5! _ 48!.5! _ 53!-6/ _ 53(-6-5/ _ 6 _ 1
0 cx 541 541 541.5/  54.531.5/ 54 9
(54-06)!-6! 286!
6. Responde.

La probabilidad de que Claudia sea seleccionada en la muestra es ]5

e ;jPorqué no se considero la cantidad de hombres en el célculo anterior?, ;hubiera sido otro el resultado?
Explica a tu curso.

e ;De qué otra manera podrias calcular la probabilidad P(A) en el EiempLo 2? Analiza la situacion y explica
a tu curso otra forma de resolver el problema.

. A4 iComo podrian describir el razonamiento para calcular la cardinalidad del evento A en el EsempLo 27
Expongan por turnos una posible explicacion y ejemplifiquen.
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—2> EJEMPLO 3

En un edificio publico se realiza una encuesta

o . - sCual es su nivel de satisfaccion
de satisfaccién para usuarios con movilidad

reducida que han acudido a él. en cuanto al acceso a nuestro

La encuesta consiste en solicitar a las personas edificio yasu infraestructura?
ue lean la tarjeta que se muestra en laimagen .

3que elijan ur:a deqlas opciones que se ofregc;en. Muy SatISfeCho/a (MS)

Si 20 personas han participado en la encuesta, Satisfecho/a (SA)

;cudl es la probabilidad de que 10 de ellas hayan Insatisfecho/a (IN)

elegido la opcién Muy satisfecho/a (MS), 5 la opcién Muy insatisfecho/a (M)

Satisfecho/a (SA), 3 la opcioén Insatisfecho/a (IN) y
2 la opcién Muy insatisfecho/a (MI)?

1. Verifica que se cumplen las condiciones para aplicar la regla de Laplace.

Como no existe informacion adicional, puede suponerse que la probabilidad de seleccionar una u otra
opcién es la misma (existe equiprobabilidad). Ademas, dado que se pueden determinar la cantidad de
personas que han participado en la encuesta y el nimero de opciones que se pueden seleccionar, se
puede aplicar la regla de Laplace.

2. Define el espacio muestral y calcula la cantidad total de elementos que posee.

El espacio muestral Q esta constituido por todas las posibles opciones que han elegido las 20 personas
que han respondido la encuesta. Como cada persona tiene 4 opciones de respuesta, aplicando el
principio multiplicativo, la cardinalidad del espacio muestral es la siguiente:

#Q=4%=1099511627776
3. Define el evento de interés y calcula la cantidad de casos favorables a él.

El evento es A: que de los 20 encuestados, 10 hayan seleccionado MS, 5 SA, 3 IN 'y 2 MI.

Los casos favorables al evento A pueden determinarse a partir de la permutacién de los siguientes
20 elementos, que corresponden a las respuestas de los encuestados:

MS MS MS MS MS MS MS MS MS MS SA SA SA SA SA IN IN IN MI MI

Como el elemento MS se repite 10 veces, el SA 5 veces, el IN 3 veces y el MI 2 veces, podemos calcular
la cardinalidad del evento A utilizando la siguiente permutacion con repeticion:

#A:PRWO,S,SQ — 20,
0 10/+5!-31.2!

4. Aplicala regla de Laplace y calcula la probabilidad P(A).

=465585120

_ #A _ PRYS? 465585120

P(A) =
#Q 4% 1099511627776

=0,00042345

5. Responde.

La probabilidad aproximada de que de las 20 personas encuestadas 10 hayan seleccionado MS, 5 SA,
3INy 2 Ml es0,00042345.

e Enlasituacion anterior, si se preguntara por la probabilidad de que de las 20 personas encuestadas 2 hayan
seleccionado MS, 3 SA, 5 IN 'y 10 MI, jse obtendria el mismo valor que el que se calculé o

. . . U4_ACT_26
uno diferente?, ;por qué? Explica. By
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TR > Conecta con Biologia.

Como has estudiado en Biologia, Llos principios basico de Los procesos de herencia genética en plantas
y animales fueron propuestos por Mendel.

El genetista y naturalista austriaco Gregor Mendel (1822-1884) estudi6 algunos rasgos de la herencia
en diversas plantas que observaba en su jardin-laboratorio. Por ejemplo, consideremos que la altura
de una planta depende de un gen formado por dos caracteristicas: una dominante A, que provoca que
tenga una altura normal, y una recesiva a, que provoca que sea enana.

Cada una de las caracteristicas que componen un gen provienen de uno de los progenitores. Como la
caracteristica A es dominante, las combinaciones AA y Aa producen una planta de estatura normal,
mientras que la combinacién aa genera una planta enana. Observa que los genes Aa y aA son

el mismo, ya que no es relevante el orden en que se presentan las caracteristicas en éL.

Supdn que se cruzan dos plantas, ambas con el gen Ag,
como se muestra en la imagen. ;Cual es la probabilidad
de que un descendiente sea una planta enana?

1. Interpreta la situacion. Aa Aa
Cada progenitor posee el mismo gen Aa. Se deben \—'—‘
determinar todas las posibilidades genéticas para sus { { \

[
herederos y calcular la probabilidad de obtener el gen aa AA Aa aA aa
que determinara que el descendiente sea una planta enana.

Rasgo alturaenla
herenciade unaplanta

2. Representa la cantidad de resultados posibles.

Se deben representar los resultados considerando que el descendiente establece su gen para
la altura heredando una caracteristica de cada progenitor. Como se puede observar a continuacion,
existen 2 posibilidades para cada caracteristica:

Caracteristica heredada | Caracteristica heredada
del progenitor 1 del progenitor 2

2(Aoa) 2(Aoa)

3. Define el espacio muestral y calcula la cantidad total de elementos que posee.
Aplicando el principio multiplicativo, la cantidad de casos totales es #Q=2.2 =4,
4. Define el evento de interés y calcula la cantidad de casos favorables a él.
El evento es N: heredar el gen aa.

Como los genes AA, Aay aA determinan una estatura normal y solo el gen aa determina enanismo,
la cantidad de casos favorables al evento N es #N = 1.

5. Aplica la regla de Laplace para calcular la probabilidad P(N) de que un descendiente sea una planta enana.

#N 1
P = —_ = —
) #Q 4
6. Responde.

La probabilidad de que un descendiente sea una planta enana es j:

e Enla situacion anterior, jse cumplen las condiciones para aplicar la regla de Laplace? Explica por qué.

Unidad 4 ¢ Probabilidad y estadistica




—>» EJEMPLO 5

Supdn que la altura de una planta, su color y su textura
son rasgos que pueden describirse a partir de la teoria
de la herencia de Mendel. En la imagen se muestran

Tresrasgos en la herencia de una planta

estos rasgos y los genes que los determinan, ademas Altura Color Textura
de la condicion de dominante o recesivo de cada ,—‘—‘ ,—‘—‘ ,—‘—‘
caracteristica heredada de los progenitores. Normal ~Enana Verde Amarilla Lisa  Rugosa
Supdn que se cruzan dos plantas, una con los

pongq P A a C ¢ T t

genes AaCCtty otra con los genes AaCcTt. ;Cudl es

la probabilidad de que un descendiente sea una planta
enana, de color verde y de textura rugosa? Considera
que los tres rasgos son independientes entre si.

(Do) (Re) (Do) (Re) (Do) (Re)

Do: Dominante Re: Recesiva

1. Interpreta la situacion.

Un progenitor posee el gen AaCCtty el otro, el gen AaCcTt. Se deben determinar todas las posibilidades
genéticas para sus herederos y calcular la probabilidad de que un descendiente tenga el gen aa para
la altura, los genes CC, Cc o ¢C para el colory el gen tt para la textura.

2. Representa la cantidad de resultados posibles.
Se pueden representar los resultados considerando que el descendiente establece cada uno de sus
genes heredando una caracteristica de cada progenitor. Como se puede observar a continuacion,
existen 2 posibilidades para cada caracteristica:
Altura Color Textura

Progenitor 1 Progenitor 2 Progenitor 1 Progenitor 2 Progenitor 1 Progenitor 2

2 2 2 2 2 2

3. Define el espacio muestral y calcula la cantidad total de elementos que posee.
Aplicando el principio multiplicativo, la cantidad de casos totales es #Q = 2° = 64,

4. Define el evento de interés y calcula la cantidad de casos favorables a él.
El evento es N: que un descendiente sea una planta enana, verde y rugosa.

Altura Color Textura
Como la caracteristica que Como la caracteristica que Como la caracteristica que
determina este rasgo es recesiva determina este rasgo es determina este rasgo es recesiva
y los genes de los progenitores dominante y los genes de y los genes de los progenitores
son Aay Aa, solo hay 1 opcién los progenitores son CC'y son tty Tt, hay 2 opciones que
que lo determina (aa). Cc, hay 4 opciones que lo lo determinan (it y ft).
determinan (CC, Cc¢, CCy Cc).

De acuerdo con lo anterior y aplicando el principio multiplicativo, la cantidad de casos favorables
aleventoNes#N=1-.4.2=38,

5. Aplica laregla de Laplace para calcular la probabilidad P(N) de que un descendiente sea una planta
enana, verde y rugosa, y responde.

N _8 _ 1

#QQ 64 8

La probabilidad de que un descendiente sea una planta enana, verde y rugosa es ]E

P(N) =

oo

Leccion 2




Y] > Educacion ambiental.

EL cambio climatico es una variacion que se esta
registrando en el clima de nuestro planeta atribuida,
directa o indirectamente, a la actividad humanay que
modifica la composicién de la atmaésfera. Se manifiesta
en un aumento de las temperaturas mediasy en una
alteracion del clima a escala mundial, aumentando la
frecuencia de eventos climaticos extremos.

Fuente: Ministerio del Medio Ambiente de Chile. (s.f.).
JQué es el cambio climdtico? http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU4_58

Segln datos registrados en la Estacion de Quinta Normal
de la Direcciéon Meteoroldgica de Chile (disponibles

en http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU4_59
y http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU4_60),
en enero de 2000, 18 dias superaron los 30 °C, mientras
que en 2023 estos aumentaron a 20.

# La sequia que acompana al cambio climatico favorece
un aumento en la frecuencia de incendios forestales.

En concordancia con el Objetivo de Desarrollo
Sustentable [Ji§13 Accién por el clima,
algunas medidas que puedes tomar para

- . combatir el cambio climético son las siguientes:
Utilizando los datos de 2023, se puede aproximar I 10 et 9!

a 0,65 la probabilidad frecuencial de que en un dia * Ahorra energia en casa y en la escuela.

de enero se superen los 30 °C (20 de 31 dias). * Consume menos, reutiliza, repara y recicla.
Suponiendo que la temperatura maxima de ¢ Come mds verduras.

un dia es independiente de la de otro dia, * Bota menos comida.

icual es la probabilidad de que exactamente * Mantén limpio tu entorno.

en 3 dias habiles de una semana de enero

. ) * Expresa tu opinion.
se registre una temperatura superior a 30 °C?

Fuente: Organizacién de las Naciones Unidas. (s.f.).
Acciones por un planeta saludable.
1. Interpreta la situacion planteada y disefa http://www.enlacesantillana.cl/#/L25_MAT2MTEU4_61

una estrategia.

Los dias habiles corresponden a 5 dias de la semana (de lunes a viernes). Entonces, primero se calcula
la cantidad de combinaciones de tamafo 3 que se pueden hacer a partir de 5 elementos. Luego, se
determina la probabilidad de cada manera de tener 3 dias con més de 30 °C de los 5 dias habiles de

una semana. Finalmente, se aplica la regla aditiva de la probabilidad.
2. Calcula la cantidad de combinaciones de tamarno 3 que se pueden hacer con 5 elementos.
Cs— 5! 5! 120
o= = = —
(5-3)!-3/ 2.3 2.6

3. Determina la probabilidad de cada manera en que en 3 de los 5 dfas se registran mas de 30 °C.

10

Como se asume que las probabilidades son independientes, su producto determina la probabilidad
de cada manera de cumplir el requerimiento del enunciado.

0,65+0,65+0,65-«(1-065)+(1-0,65) =065 (1-065)*=065-0,35>=0,034
4. Aplica la regla aditiva de la probabilidad.
El evento estudiado puede ocurrir de 10 maneras distintas, por lo tanto, se suman las probabilidades.
0,034 + 0,034 + 0,034 + 0,034 4+ 0,034 + 0,034 + 0,034 + 0,034 + 0,034 + 0,034 =10+ 0,034 = 0,34
5. Responde.

La probabilidad aproximada de que exactamente en 3 dias habiles de una semana de enero se registre
una temperatura superior a 30 °C es 0,34.

Unidad 4 ¢ Probabilidad y estadistica



https://www.un.org/es/actnow/ten-actions

Puedes acceder a una calculadora que te permitira aplicar las técnicas
de conteo que has aprendido (permutaciones y combinaciones) en git%a‘jora combinatoria

forma sencilla y practica para resolver problemas de probabilidades. http://www.enlacesantillana.
cl/#/L25_MAT2MTEU4_62

—>» EJEMPLO 7

Considera un juego en que se extraen al azar 5 bolitas numeradas de 1 a 5, una por unay sin devolucién,
desde una tdmbola. En la medida que se van sacando, se va formando un nimero de 5 cifras de
izquierda a derecha, es decir, el digito de la primera bolita extraida va en la posicién de las decenas

de mil; el de la segunda, en la de las unidades de mil, y asi sucesivamente.

{Cudl es la probabilidad de que el numero formado sea par? Usa la calculadora online sugerida.
1. Analiza la situacion e identifica si se puede modelar mediante una permutacién o una combinacion.
Como el orden en que se extraen las bolitas sf importa, se pueden utilizar permutaciones.

2. Define el espacio muestral y calcula la cantidad total de elementos que posee.

El espacio muestral corresponde a todos los nimeros

que se pueden formar permutando los digitos 1, 2, 3, 4 Captural
y 5. Por lo tanto, se ingresa el valor 5 en el item 2 de la [ 1_Factzral du .
calculadora, como se muestra en la Captura 1. ":_':'m = _J._ o
3. Define el evento de interés y calcula la cantidad de casos =
favorables a él.
El evento es A: formar un nimero par. Este evento puede Fmsc Fatsss
ocurrir de dos maneras: que el nimero termine en 2 o ' A !
que lo haga en 4. La cantidad de casos favorables a cada
evento corresponde a la cantidad de permutaciones que Captura 2
se pueden hacer con cuatro elementos, ya quUe eN el PIIM el e |
caso el digito 2 esta fijo y en el otro, el digito 4 est3 fijo. P = AL
Por lo tanto, se ingresa el valor 4 en la calculadora, como S P A e e Y M TR A
se muestra en la Captura 2. [
TN Lo
4. Aplica la regla de Laplace para calcular P(A) y responde. ==
——
p(A):M:ﬁZEZOA { LI |
120 120 5

La probabilidad de que el nimero formado sea par es 0,4.

» Para finalizar la Leccion 2...

o ;Coémo se relacionan « sQué beneficios puede traer « ¢Sentiste confianza y tuviste una actitud
los contenidos de esta el respeto y reconocimiento de positiva durante el desarrollo de las
leccién con los de la las ideas distintas a las tuyas?, actividades de esta leccién?, spor qué?
leccién anterior? épor que? « sCrees que poseer datos cuantitativos de

« ¢Como verificas si « Los modelos aplicados en una situacion ayudan a comprenderla
puedes aplicar la regla la leccién, ¢te ayudaron a mejor?, sen qué situaciones podrian
de Laplace en una resolver los problemas ayudarte a ti?
situacion dada? propuestos?, ;por qué?

By U4 ACT_28a3l
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https://www.estadisticaparatodos.es/software/misjavascript/javascript_combinatorio2.html
https://www.estadisticaparatodos.es/software/misjavascript/javascript_combinatorio2.html

Sintesis de Unidad 4 - Probabilidad y estadistica

Leccion1 ¢ Técnicas de conteo

» Aprendiste...

Permutaciones y variaciones

* Principio multiplicativo.

Siun evento puede ocurrir de n, maneras distintas, otro
evento de n, formas distintas y asf sucesivamente, con
k eventos diferentes, el nimero total de formas distintas
en que pueden ocurrir estos eventos simultaneamente es
nypenye...°n.

* Permutaciones simples.

La cantidad P, de permutaciones distintas de n elementos
que se pueden hacer con n elementos diferentes (con n € N)

e Permutaciones circulares.

La cantidad PC, de permutaciones
circulares distintas de n elementos que se
pueden hacer con n elementos diferentes
(paraneN)es PC, =P, _y=(n—-1)..
 Permutaciones con repeticion.

Cuando en un conjunto de n elementos
(con n € N) uno de ellos se repite
n, Veces, otro n, veces, otro n, veces

esP =nl=ne(n—-1e(n-2)e ...o321 (con ny, n,, ny... € N), y asi sucesivamente,
tal que n=n, + n, + n,..., la cantidad
P de permutaciones con

repeticién distintas que se pueden
n!
nlen,le n3!...'

¢ Variaciones.

La cantidad V" de variaciones distintas de m elementos que
se pueden hacer con n elementos diferentes
n! formar es pfizs... =

(conm,nENyn>m)esV,’:‘=m.

Combinaciones

* Combinaciones simples. » Combinaciones con repeticion.

La cantidad C} de combinaciones distintas de
k elementos que se pueden hacer con n elementos

La cantidad CR} de combinaciones con
repeticion de k elementos de un conjunto

diferentes (con k, n € Ny k< n) es C} Y Z)", o con n eLemintols (cor(l k, ”ke i\)T'Y k<n)es
- co K R“: n+K-— =L
CRi < k ) (n-1)! kI

Cuando buscas informacion en internet, ;de qué manera compruebas que sea veridicay
como evalias si respeta la propiedad y la privacidad de las personas?

» Lograste... » Aplicaste...

 Favorecer el desarrollo
personal, valorando la vida
en todos sus dmbitos.

« Simplificaciones para poder
resolver problemas.

¢En qué ambitos

piensas que aln no existe
un trato igualitario

para hombres y mujeres?

¢ La eleccion de pardmetros para
e Reconocer laigualdad de acercar modelos a la realidad.
derechos entre mujeres
y hombres en distintos

ambitos de la sociedad.

e Estrategias para realizar
demostraciones simples
de resultados.

Ademas del dialogo,
équé mas hace falta
para resolver diferencias
entre las personas?

* Reconocer el didlogo
como fuente de superacion
de diferencias.

Unidad 4 ¢ Probabilidad y estadistica




Leccion 2 « Calculo de probabilidades

» Aprendiste...

Probabilidades y azar

* Regla de Laplace.

La regla de Laplace permite calcular la probabilidad de un evento A cuando es posible contar todos
los resultados posibles del experimento aleatorio (0 espacio muestral, que se simboliza como Q) y,
ademds, cada resultado se puede asumir como equiprobable. Para un experimento aleatorio de estas
caracteristicas (con #Q # 0), la probabilidad de A se denota P(A) y corresponde al cociente entre Los
casos favorables al evento A y la cantidad de casos totales.

#A

P(A) = —

#Q

en que A es un evento de un experimento aleatorio y Q es su espacio muestral.

Probabilidades en la sociedad

El uso de permutaciones, variaciones y combinaciones facilita la resolucion de problemas relacionados
con el calculo de probabilidades (aplicando la regla de Laplace) en ambitos sociales variados.

¢Qué fortalezas identificaste en ti relacionadas con el interés
y la perseverancia que se requieren para resolver problemas?

» Lograste...

e Resolver problemas de manera reflexiva, utilizando
modelos y rutinas.

e Comunicary expresar informacion a tu entorno
educativo y social de diversas formas.

« Trabajar en equipo de forma responsable,
construyendo relaciones basadas en la
confianza mutua.

» Aplicaste...

%

¢De qué manera piensas que es
mas eficiente comunicar informacién
amuchas personas a la vez?

¢Qué ejemplo puedes dar de

un comportamiento responsable
durante el trabajo en equipo?,
¢y de uno no responsable?

e La descomposicion de problemas en subproblemas para poder resolverlos.

e Modelos para resolver problemas.

* Representaciones como analogias y situaciones familiares para resolver problemas. HELLY U4 ACT 32y33
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Glosario

Abscisa: valor que se representa en el eje horizontal
o eje X en el plano cartesiano.

Angulo interior: es el formado por dos lados
contiguos de un poligono y se encuentra dentro
de este.

s

Angulo interior

-

Area: medida de la extension de una superficie.

Base de una potencia: corresponde al factor
gue se repite en una potencia.

Circulo: regién o érea del plano delimitada por
una circunferencia.

Circunferencia: es el lugar geométrico de todos
los puntos del plano que estan a una distancia r
de un punto O.

Coeficiente numérico: constante que multiplica
la parte literal de un término algebraico.

Cono: es una figura tridimensional que se forma
al girar un triangulo rectangulo alrededor de uno
de sus catetos.

Cuerda: segmento trazado entre dos puntos
cualesquiera de una circunferencia.

Diametro: cuerda de mayor longitud en
una circunferencia.

Ecuacioén: igualdad entre expresiones algebraicas
que solo se cumple para algunos valores de
la incognita.

Espacio muestral: conjunto de todos los posibles
resultados de un experimento aleatorio.

Evento: subconjunto del espacio muestral.

Experimento aleatorio: experimento en el que
no se tiene certeza de lo que pasara. Por lo tanto,
no se puede predecir su resultado.

Exponente: término de una potencia que indica
cuantas veces se multiplica la base por si misma.
Expresion algebraica: agrupacion de términos
algebraicos relacionados entre si mediante
operaciones de adicion y/o sustraccion.

Factor literal: parte no numérica de un término
algebraico.

Frecuencia absoluta: numero de veces que
se repite un determinado valor en la variable
estadistica que se estudia.

Frecuencia relativa: razon entre la frecuencia
absoluta y la cantidad total de datos de la muestra
0 poblacion.

Muestra: subconjunto de la poblacion a partir
de la cual se pretende realizar inferencias para
dicha poblacion.

Ndmero decimal: nimero formado por una
parte entera y una parte decimal separada por
una coma decimal.

Ndmeros racionales (Q): conjunto numérico
formado por todos los nimeros que se pueden
escribir como una fraccion, en la cual el numerador
y el denominador son ndmeros enteros (Z). Ademas,
el denominador debe ser distinto de cero.



Ndmeros reales (R): conjunto numérico formado
por la union de los niimeros racionales (Q) y
los nimeros irracionales (Q%).

Ordenada: valor que se representa en el gje vertical
0 gje Yen el plano cartesiano.

Origen: punto en el que se intersecan los ejes del
plano cartesiano. Se representa con el punto (0, Q).

Par ordenado: en el plano cartesiano, corresponde
a una dupla de elementos, el primero indica la abscisa
y el segundo la ordenada.

Pi (): nimero irracional que corresponde a
la razén entre el perimetro y el didmetro de
una circunferencia.

Plano cartesiano: es el plano euclidiano
provisto de un sistema de coordenadas en

el que se distinguen dos ejes perpendiculares
que determinan cada punto en el plano.

Poblacion: conjunto de individuos, objetos
o fendmenos de los cuales se quiere estudiar
una o varias caracteristicas.

Porcentaje: razon cuyo consecuente es 100.
Se representa por el simbolo %.

Potencia: expresion usada para indicar
la multiplicacién de un factor por si mismo
una determinada cantidad de veces.

Probabilidad: posibilidad de ocurrencia de
un evento. Toma valores entre 0y 1. También se
puede expresar como porcentaje.

Proporcion: igualdad de dos razones.

Radio: segmento que une el centro de una
circunferencia con cualquier punto de ella.

Razén: comparacion de dos nimeros mediante
el cociente entre ellos.

Regla de Laplace: forma de calcular la probabilidad
de un evento, determinando el cociente entre el
numero de casos favorables y el nimero de casos
posibles en un experimento aleatorio, cuando sus
resultados son equiprobables.

Semejanza (~): relacién en que dos figuras

tienen la misma forma, las medidas de sus lados
correspondientes mantienen la misma proporcion y
las medidas de los angulos correspondientes

son iguales.

( R

AABC ~ ADEF

. J

Término algebraico: cada uno de los sumandos
que aparecen en una expresion algebraica.

Vector: segmento de recta orientado, determinado
por su origen y su extremo. Se caracteriza por tener
magnitud, direccion y sentido.

Volumen: medida del espacio que ocupa un cuerpo.
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4 Anexo

Solucionario de las preguntas del Texto del Estudiante

Unidad 1+ Nimeros

Pagina 7
,_GM
r

1.v,
2. Respuesta variada. Por ejemplo, permitira controlar el desarrollo territorial, la planificacién urbana
y la conservacion de la naturaleza.

Habilidades del siglo XXI
« Como+4 =2, el valor de v, se duplicarfa.

« Como+/9 = 3, el valor de v, se reduciria a la tercera parte.
Conocimientos previos

» Respuesta variada. Por ejemplo, las raices cuadradas de nimeros naturales.

Leccionl - Nimerosreales(R)
Ndmeros reales en el entorno

Pagina 8
» Respuesta variada. Por ejemplo, que su conformacioén es diferente a la de los nimeros racionales.

» Respuesta variada. Por ejemplo, que un nimero racional tiene una cantidad finita o infinita periédica de
cifras decimales, mientras que los irracionales tienen una cantidad infinita aperiédica de cifras decimales.

+ Respuesta variada. Por ejemplo, en estructuras de la naturaleza como plantas y flores y en estructuras
arquitecténicas como el Partenon griego.

» Respuesta variada. Por ejemplo, para evitar adulteraciones y suplantacion de identidad.
Pagina 9
« Es un nimero decimal periddico. Por lo tanto, si es posible representarlo como fraccion.
« EI0 esun numero racional, ya que se puede escribir como el cociente de dos nimeros enteros (cuyo divisor
. . 0
es distinto de 0). Por ejemplo, 0 = >
+ Se obtuvo un ndmero racional porque las medidas de la cédula que se utilizan para su calculo son racionales.
+ Respuesta variada. Por ejemplo, si, ya que sus valores aproximados a la décima coinciden.
Pagina 11
« Esun numero irracional, ya que es un nimero decimal que no tiene un periodo establecido.

Raices
Pagina 12
« Tiene 4 caras rectangulares y 2 caras cuadradas.

« Corresponden a numeros racionales.

« Corresponden a nUmeros irracionales, ya que son la raiz cuadrada de la suma de las longitudes de los lados
al cuadrado que forman un tridngulo rectangulo.




+ Respuesta variada. Por ejemplo, a través de la recopilacion de informacion puede desarrollar modelos
predictivos que permitan anticipar algunas catastrofes o cambios en el clima.

Pagina 13
» Respuesta variada. Por ejemplo, podria dibujar un triangulo rectangulo cuyos catetos midan 85 mmy
55 mm y, con una regla, verificar que la hipotenusa mide, aproximadamente, 10250 = 101 mm.

+ Flvalores 101,24228365.. ., el cual corresponde a un nuimero irracional, ya que no tiene un periodo definido.

« Tienen raiz cuadrada exacta los siguientes nimeros: 1,4y 9.

Pagina 14
» Respuesta variada. Por ejemplo, se puede expresar en metros cubicos, centimetros cubicos, litros, etc.

« Elvalores 63,58891794...y corresponde a un numero irracional, ya que no tiene un periodo definido.
« Tienen raiz cubica exacta los siguientes numeros: 1y 8.

« Laraiz cibica de un numero real es siempre real, ya que cuando se calcula la raiz cibica de un nimero
negativo, existe un nimero que multiplicado por si mismo tres veces da como resultado un nimero
negativo; mientras que cuando se desea calcular la raiz cuadrada de un nimero negativo, no existe
un numero real que multiplicado por si mismo dos veces dé como resultado un nimero negativo.

Pagina 15
« Porque no existe un nimero (negativo o positivo) que elevado a 10 dé como resultado un nimero
negativo. Para que su valor sea real, la expresion podria ser 'Y100.

Pagina 16
+ Por ejemplo, se utilizd la propiedad del producto de potencias de igual exponente.

« La conjetura no siempre es verdadera. Respuesta variada: por ejemplo, si se modifica el primer nimero
a /1850, entonces, el resultado de la multiplicacion es otro nimero irracional.

Pagina 17
« Como el indice de las raices es 3, entonces, se deben buscar los nimeros que elevados a 3 den como
resultado 8 y 27, los cuales serfan 2 y 3, respectivamente. Por lo tanto, 3216 =2+ 3 = 6.

+ La primera expresion es incorrecta, porque al ingresar el factor a la raiz, este no se encuentra escrito
como potencia con exponente 2. La expresion corregida seria 2¢/10 =+/10+22=+/10 - 4 = /40. La segunda
expresion es correcta.

Pagina 18

» Respuesta variada. Por ejemplo, los pasos son los siguientes: expresar la medida de la diagonal utilizando
el teorema de Pitdgoras, aplicar la propiedad «raiz elevada a su indice», calcular la medida de la diagonal
en centimetros, calcular la medida de la diagonal en pulgadas y responder la pregunta.

Pagina 19
» Aplicando la potencia de una potencia, se obtiene lo siguiente:
1
(642)s =643"3 =645 =64 =2
« Las raices tienen el mismo valor, ya que la cantidad subradical es la misma y el resultado de la multiplicacion
de los indices es el mismo, independiente del orden.

+ Respuesta variada. Por ejemplo, hay confusién en el orden para presionar los botones, lo cual genera error
en el calculo.




Pagina 20
+ Enla adicion y sustraccion de raices, dos términos son semejantes si tienen exactamente las mismas raices,
es decir, tienen igual indice e igual cantidad subradical.

+ Seidentifican y agrupan los términos semejantes (o raices de igual indice e igual cantidad subradical)
usando paréntesis. Luego, se suman o restan los factores que multiplican los términos semejantes,
manteniendo estos Ultimos constantes.

Pagina 21
+ Se aplicaron: el producto de raices cuadradas vy la raiz cuadrada elevada a su indice.

« Ambas fracciones son equivalentes, ya que la seqgunda es el resultado de amplificar la primera por
una fraccién cuyo valor es 1.

2+/5

« Esmas sencillo resolver?JrE, ya que es mas simple calcular el minimo comun multiplo para

los denominadores que son nimeros naturales.

Pagina 22
« Ambos valores son iguales y representan al nimero decimal 0,903481218...

« Se deberfan aplicar dos propiedades de las raices:

VY37 =434.33
_ 437 .43 . . o
=14/34.4/33 = aplicar la raiz enésima de un producto.
=3.4/33 = aplicar la raiz elevada a su indice.

Pagina 23
+ Se puede utilizar una calculadora cientifica para calcular el valor de cada fraccion y corroborar que
el resultado obtenido es el mismo.

» Respuesta variada. Por ejemplo, no conocia ninguna de las estrategias para racionalizar. Es importante
racionalizar el denominador de una fraccion, ya que nos permite poder calcular de forma simple
una adicion o sustraccion de fracciones y, también, ubicar en la recta numérica dicha fraccion.

Aproximacion y representacion de nimeros reales
Pagina 24
+ Respuesta variada. Por ejemplo, la aguja cruzé 63 veces alguna de las lineas.

» Respuesta variada. Por ejemplo, el valor es 3,17460317.
Pagina 25

» Esnecesario, ya que el concepto de distancia se relaciona con un numero positivo, por lo tanto, se debe
considerar el valor absoluto del nimero y no su signo.

Pagina 27
. Es mayor /18, es decir, /18 > /15, ya que se cumple que 18 > 15.

Operaciones con nimeros reales
Pagina 28
« Corresponde a un numero irracional, ya que para el calculo del drea se utiliza el nimero irracional .

+ Calculando el drea que abarca cada sensor y luego suméndolas para obtener el drea total.

+ Respuesta variada. Por ejemplo, si, ya que puede identificar mas rapido los peligros a que se enfrentan
los bosques.




» Respuesta variada. Por ejemplo, ayuda a mantener una mejor calidad del aire y el ecosistema de distintas

especies de animales.

« Respuesta variada. Por ejemplo, ademas de estos beneficios, también generan suelos fértiles y mantienen

limpios los rios.

Pagina 29

Se identifican y agrupan los términos semejantes para posteriormente sumar o restar los coeficientes que
acompafan a estos términos.

Los valores son 10,2101761...y 3,92699081 ..., respectivamente.

- Si, se puede dar ese resultado. Por ejemplo:

-E+(3—£)=3
2 2

- No se puede dar este resultado, ya que los nimeros racionales se pueden expresar como fracciones y al
sumar dos fracciones, tanto el numerador como el denominador de la fraccion resultado son nimeros
enteros. Por ejemplo:

3 8

Pagina 31

Respuesta variada. Por ejemplo:

%:m:mzﬁ-ﬁzzﬁ

Respuesta variada. Por ejemplo, reemplazaria t = 3 en la férmula y obtendria lo siguiente:

3= |1

5
-t
5
9=
5
45=h

La altura desde la que se dejo caer la piedra es 45 m.

Para finalizar la Leccién 1

Respuesta variada. Por ejemplo, si lo comprendi.

Respuesta variada. Por ejemplo, si porque es necesario para realiza el desarrollo de los ejercicios.
Respuesta variada. Por ejemplo, significa participar y aportar en el trabajo para lograr un buen resultado.
Respuesta variada. Por ejemplo, sf, ya que aporté y comparti mis conocimientos con mis companeros.
Respuesta variada. Por ejemplo, si fueron importantes, porque encontré entretenida esta leccion.

Respuesta variada. Por ejemplo, han influido positivamente, ya que me permiten, por ejemplo,
saber cudl sera la temperatura en mi ciudad.




Leccion 2 - Potencias, raices y logaritmos

Potencias y raices

Pagina 32

. Laexpresion a’.

. Laexpresién V.

» Respuesta variada. Por ejemplo: por su dureza y resistencia al desgaste.

Pagina 33

« Esun numero irracional.

+ La potencia equivalente es b,

« Se obtiene la potencia 45¢, la cual tiene el mismo valor que la potencia original. La generalizacion de

.l . . P pr r
amplificar por r el exponente racional de una potencia a; corresponde a a, = “/a?, en quepEZ,q€EN,
q#1,a€R reENyr=1(sigespar, entonces, a? > 0).

Pagina 34

+ Respuesta variada. Por ejemplo, me resulta mas simple multiplicar y dividir potencias de exponente racional,
ya que se aplican directamente las propiedades, sin necesidad de escribir estas potencias como raices para
luego realizar las operaciones.

Pagina 35
+ La ubicacion practicamente no cambiaria, ya que habria diferencias solo en la cifra de los centésimos.

Logaritmos
Pagina 36
+ Un tablero de ajedrez tiene forma cuadrada, con 64 casillas en total.

« Entotal habria 128 granos de arroz en el tablero.
« Enla casilla 7 habria que colocar 64 granos de arroz.
» Respuesta variada. Por ejemplo, hay 100 granos de arroz que se desea repartir equitativamente en

las casillas, y todas ellas deben tener minimo 1 grano. ;Cudntas casillas quedarian con 2 granos?

Pagina 37
» Enla casilla 24 habrd 8388608 granos de trigo.

Pagina 38
« Los resultados son 4,0y 0,69897... El resultado es 0 para log 1. Un logaritmo de base negativa
no esta definido. El valor de un logaritmo es negativo si el argumento es menor que 1.

« FElargumento serd positivo, ya que la base es un ndmero positivo, por lo tanto, independiente
del valor al cual se eleve la base, el resultado siempre es positivo.

 Parala comprobacion, se puede calcular el logaritmo decimal usando una calculadora o también,
calculando 10%y corroborando que el resultado es 1000.

« Laregla que afirma Martina es correcta. Por lo tanto, log 100000000 = 8.

Pagina 39
« Elargumento debe ser el resultado exacto de la base elevada a un exponente que sea un numero entero.




Pagina 40
e log,1=0b"=1
log,b=1<b'=b
log, b"=n & b'=b"
- Apartir de la definicion de logaritmo, se debe obtener la siguiente igualdad: 3° = 243.

Pagina 41
« Se aplico la propiedad del logaritmo de un cociente.

Pagina 42
. s . . s . . 1
« Se puede obtener la expresion escribiendo la raiz enésima como potencia: log, Va = log, a.

+ Aplicando el logaritmo de una potencia, se tiene lo siguiente:

11 log, a
log, a»=—log,a= 09,4
n

Pagina 43
« Otra forma de calcular es la siguiente:

Iog48:x<:>4":8<:>(22)x:23<:>22x:23<:>2x:3@x:%:1,5

Pagina 44
« Para la comprobacién, se debe calcular el logaritmo usando una calculadora o, también, calcular 10° y
corroborar que el resultado es 1 000, y calcular 4° y corroborar que el resultado es 1024.

« Para entender las relaciones que hay entre estos conceptos y, ademas, para identificar y asi poder usar
el concepto adecuado para calcular lo que sea necesario.

« Si, se puede, ya que es posible aplicar las siguientes propiedades:
log 2 =x
16* =2 « igualando las bases
2% =2 « igualando los exponentes

Por lo tanto, se cumple que:

logis2=— < 16:=2 < Y16=2

1
4
Pagina 46

o Elvalordelaraizes0,50118723... =0,501.

Pagina 47
. 10%2=10% =10 =709

» Primero se puede reemplazar R = 8,8 en la formula:
logE=15-88+118
logE=132+118
log £ =25

167




Luego, determinar la energia como £ = 10y, finalmente, calcular el cociente:
1026,2

1 025

— 1026,2*25 — 101'2 ~ 16

Entonces, el terremoto ocurrido frente a la costa de la Regién de Nuble generd casi 16 veces menos
de energia que el de Valdivia.

Para finalizar la Leccion 2
+ Respuesta variada. Por ejemplo, me parecieron maés dificiles los logaritmos; me falta repasar el cambio
de base de un logaritmo.

» Respuesta variada. Por ejemplo, en general, tuve complicaciones en activar las funciones de célculo
de raices con indice mayor que 3.

+ Respuesta variada. Por ejemplo, si, ya que se aprende a ver los temas desde otro punto de vista,
enriqueciendo la forma de pensar.

» Respuesta variada. Por ejemplo, si, porque considero que es importante compartir las ideas para
intercambiar opiniones con mis compafneros.

» Respuesta variada. Por ejemplo, si, hubo un ambiente de respeto al momento que cualquier companero
estaba hablando.

+ Respuesta variada. Por ejemplo, el robot de ajedrez, ya que es interesante que con el aprendizaje
automatizado, el robot aprenda a jugar tan bien, aumentando cada vez més la probabilidad de ser
invencible en una partida.

Sintesisde Unidad 1 - Nimeros
Leccién1-+ Nimerosreales(R)
Aprendiste

+ Respuesta variada. Por ejemplo, se repartieron las tareas y se dieron instancias de didlogo reguladas
mediante una pauta.

Lograste
« Respuesta variada. Por ejemplo, identificando en qué parte de la tarea se debe obligatoriamente
seguir instrucciones y en cuales no es necesario; entonces, se debe ser original.

+ Respuesta variada. Por ejemplo, al cuidar los espacios verdes se promueve el deporte y la practica
de deporte ayuda a que las personas cuiden su salud y mejoren su estado de dnimo.

Leccion 2 - Potencias, raices y logaritmos

Aprendiste
+ Respuesta variada. Por ejemplo, la tolerancia a la frustracion y el desarrollo de la curiosidad.

Lograste
+ Respuesta variada. Por ejemplo, las he utilizado para reforzar ciertos contenidos que no quedan claros.
Son Utiles, por ejemplo, para comprobar los resultados.

+ Respuesta variada. Por ejemplo, exponer y fundamentar mis ideas me ayuda a promover la seguridad
en mi mismo y a perder el miedo a cometer errores.




Unidad 2 - Algebray funciones

Pagina 51

1. Es una curva abierta formada por dos ramas simétricas respecto de un eje. Respuesta variada. Por ejemplo,
sf, podria dibujarla. Se aprovecha la energia de mejor forma, porque los rayos solares se concentran en un
Unico punto, permitiendo alcanzar temperaturas mas altas y en menos tiempo.

2. Respuesta variada. Por ejemplo, se evita la adquisicion de una cocina tradicional, se evita la utilizacién
de energia eléctrica y de gasy se evita la contaminacion.

Habilidades del siglo XXI
+ Respuesta variada. Por ejemplo, en forma grupal, porque se repartirian las tareas, disminuyendo el tiempo
de construccion y, ademas, se podria realizar un horno solar de mayor tamafo o mas eficiente.

» Corresponderia a la mitad de un circulo 0 a una media circunferencia, en la que todos los puntos de la linea
curva estan a la misma distancia de su centro.

Conocimientos previos
+ Respuesta variada. Por ejemplo, necesito repasar las formulas de los productos notables.

Leccion 1« Funcion cuadratica

Ecuacion cuadratica

Pagina 52

+ Respuesta variada. Por ejemplo: energia eléctrica, energia solar, energia edlica, energia hidraulica y energia
térmica.

+ Respuesta variada. Por ejemplo, si, lo he observado y pienso que es una valiosa forma de aportar con
el cuidado del medioambiente.

» Respuesta variada. Por ejemplo, se utiliza energia para cocinar, ver television, escuchar musica, trabajar
en el computador, calentar agua, entre otras.

» Respuesta variada. Por ejemplo, si, se malgasta energfa, se podria realizar una campafa a través de
un concurso entre equipos para hacerla mas llamativa.

Pagina 54
+ Se pueden reemplazar los valores en la ecuacion y realizar el desarrollo, obteniendo que se cumple
la igualdad. En este caso:

x=-4-—3+(-47-48=0-53-16-48=0-—48-48=0
x=4-5>3-(4’-48=0—>3-16-48=0—-48-48=0
- Laecuacion no tiene soluciones reales, ya que se llega a la igualdad x* = -16.

Pagina 55
« Las soluciones de la primera ecuacion son =2y 9,y las de la segunda, 4 y 6.

Pagina 56 :
« Utilizando la calculadora de ecuaciones cuadréticas online, se comprueba que las soluciones son gy 3.

Pagina 58
« Se cumple que A > 0, porque el valor de la discriminante debe ser positivo para que existan
dos soluciones reales.




Funcion cuadratica y su grafica
Pagina 60
» Respuesta variada. Por ejemplo, se pueden trazar distintas parabolas.

» Respuesta variada. Por ejemplo, me gustaria realizar la prueba Titingi Mahute porque me interesa la moda
y la confeccion de ropa ancestral del pueblo Rapa Nui.

+ Respuesta variada. Por ejemplo, si, es una buena forma, ya que, para practicar dichos deportes,
los estudiantes deben investigar y aprender de ellos, lo cual permite que se interioricen en
el conocimiento de los pueblos originarios.

Pagina 61
« Ellanzamiento real de la lanza esta representado por el tramo en el cual los valores de x e y son nimeros
positivos. Por lo tanto, el tramo va de x = 0 a un valor de x levemente menor que 22.

Pagina 62
+ Respuesta variada. Por ejemplo, no, porque la pagina cargd de inmediato vy las instrucciones fueron claras.

» Respuesta variada. Por ejemplo, corresponde a una parabola que abre sus ramas hacia arriba, la cual alcanza
un punto minimo en (1, 1), pero no tiene puntos maximos. Los valores que puede asumir x son todos
los numeros reales, mientras que los valores que puede tomar f(x) corresponden a valores reales mayores
oiguales que 1.

Pagina 63
« El coeficiente a es el que acompafa a x? independiente del orden en el que se presente la funcion.
En el caso del ejemplo, el coeficiente a corresponde a 1.

Pagina 66
« Larelacion correcta es A > 0, ya que la ecuacion cuadratica asociada a la parabola tiene 2 soluciones reales.
Por lo tanto, esta gréfica corta al eje X en 2 puntos.

Desplazamientos de la grafica

Pagina 68

» Respuesta variada. Por ejemplo, la industria papelera, ya que realiza una sobreexplotacion de los bosques,
ocasionando la deforestacion.

» Respuesta variada. Por ejemplo, utilizar como medio de transporte la bicicleta, apagar las luces cuando
no se utilicen, reutilizar materiales y cosas como juguetes, ropa, etc.

+ Respuesta variada. Por ejemplo, en la industria de la ropa, en el rubro de los muebles. Creo que el aporte
es significativo, ya que ayuda a reducir al minimo la generacién de residuos vy el uso descontrolado de
materias primas naturales.

Pagina 69
« Ingresando las expresiones de las funciones en el software matematico se visualiza el desplazamiento
de una grafica respecto de la otra.

Pagina 71
« Paraa < -1, la grafica de g se contrae respecto de la de f. Para -1 < a < 0, la gréfica de g se dilata respecto
deladef.




Para finalizar la Leccion 1
» Corresponde a una parabola.

+ Permite encontrar los puntos del eje X en los cuales las ramas de la pardbola lo cortan.

+ Respuesta variada. Por ejemplo, si, ya que asumi la responsabilidad de resolver los problemas planteados
en el equipo.

» Respuesta variada. Por ejemplo, si, ayudd porque permitié realizar las gréficas de las funciones y, a partir
de ellas, analizarlas para encontrar las respuestas.

+ Respuesta variada. Por ejemplo, si; en mi caso, utilizo la menor cantidad de papel impreso posible y reciclo
la basura.

» Respuesta variada. Por ejemplo, la altura de un cuerpo que cae respecto al tiempo, la ganancia obtenida
de acuerdo con la cantidad de articulos vendidos.

Leccion 2 - Funcioninversa

Concepto de funcion inversa

Pagina 72

» Respuesta variada. Por ejemplo, la relacién potencia - raiz.

« Respuesta variada. Por ejemplo: la araucaria, el litre, el espino, el alerce, etc. Algunos arboles foraneos:

ciruelo de flor, robinia, araucaria brasilefa, etc. Se genera un dafno irreversible, ya que se produce un cambio
climéatico y la desaparicion de especies en peligro de extincion.

Pagina 73

'fx2468 f,1x1234
YI1112]13]4 Y|12|4]16/|8

Pagina 74

« Alasalida se espera el nimero 3.

Pagina 75 7

. Paraesto,sedebecalcularf(g(x)):3(er )—7:x+7—7:x.

« Como se cumple que f(g(x)) = x, entonces, la funcién f(x) es la inversa de g(x).

+ No todas las funciones tienen inversa, ya que hay algunas que para un elemento del conjunto
no le corresponde un Unico elemento del otro conjunto.

Condiciones para que una funcién tenga inversa

Pagina 76

» Respuesta variada. Por ejemplo, corresponde a una regla entre dos conjuntos, de manera que a cada
elemento de un conjunto le corresponde un Unico elemento del segundo conjunto. Se puede relacionar
con la tarifa telefénica o el valor de cierta cantidad de productos.

+ Respuesta variada. Por ejemplo, diagrama sagital: representacion que relaciona los elementos de dos
conjuntos mediante flechas. Tabla de valores: tabla que muestra la relacion entre los valores de la variable
independiente y la variable dependiente. Representacion grafica: graficos de las funciones realizados
manualmente o usando un software computacional.

+ El dominio es el conjunto de valores que puede tomar la variable independiente (x) y el recorrido es
el conjunto de valores que toma la variable dependiente (y). Por ejemplo, la funcion cuadratica puede
definirse con distintos dominios y recorridos.
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Pagina 77
« Si, serfa una funcion inyectiva porque para cada elemento del dominio, habrfa una imagen distinta.

« Si, serfa una funcién inyectiva, porque para cada recta paralela al eje X, se intersecarfa con la grafica de f
en un solo punto.

Pagina 78
« Para que la funcion sea epiyectiva, se debe sacar el elemento 8 del conjunto B.

+ Se deberfa cambiar el recorrido por y < -3.

Pagina 79
« Lafuncién es invertible porque es una funcién biyectiva.

- Al'ser la funcion fbiyectiva, entonces, existe su funcion inversa £, la cual cumple con ser una funcién
inyectiva y epiyectiva, por lo tanto, su funcién inversa también es biyectiva.

« Las funciones reales descritas son biyectivas. Es correcto afirmar que las funciones lineales y afines
son biyectivas, por lo tanto, son funciones invertibles (tienen funciones inversas).

Inversas de las funciones lineal, afin y cuadratica

Pagina 80

« Lafuncién del MRU corresponde a una funcioén afin, mientras que la funcién del MRUA corresponde
a una funcién cuadratica.

+ El dominioy recorrido corresponden a R* U {0}.

Pagina 81
« También corresponderia a una funcion biyectiva, ya que cumple con ser inyectiva y epiyectiva.

Pagina 82 :
» El parametro m corresponde a la pendiente, que serfa 7; mientras que el pardmetro n corresponde

. 10
a la ordenada al origen, que seria -

« Larelacion es la siguiente: si la funcion f (lineal o afin) tiene pendiente m y es invertible, entonces,

. . _ 1
la pendiente de su funcion inversa f ' es —.
m

Pagina 84
+ Todas las funciones cuadrdticas no son invertibles, ya que no son funciones biyectivas.

+ No serfa una funcién epiyectiva porque existiria al menos una recta paralela al eje X que no se intersecarfa
en ningun punto con la gréafica de la funcion.

+ Se deberfa considerar solo el conjunto de valores de x que representen una rama de la grafica de la funcién
cuadratica, es decir, se deberfa dividir la grafica en dos tramos delimitados por el vértice y considerar solo
uno de ellos como su dominio.

Pagina 86
- Elvalor de todas las expresiones es x, porque las funciones f; '(x) y £, "'(x) son funciones inversas de f(x).

- Es correcta la afirmacion de Paz, porque se cumple que f(f(x)) = (Vx)* = x, y ademés, Dom( f) = Rec(f ) y
Rec(f) =Dom(f™).




Pagina 87

Para finalizar La Leccion 2

» Respuesta variada. Por ejemplo, se relaciona con el proceso de dos maquinas, ya que se muestra el proceso
de una primera maquina que hace cambiar un elemento y luego una segunda maquina que lo convierte
en el elemento original.

« La grafica de la funcion inversa corresponde a la reflexion de la funcién con respecto a la recta y = x.

« Respuesta variada. Por ejemplo, si, lo fui, porque traté de relacionar la funcién inversa y otros conceptos
usando dibujos que ayudaran a resolver los problemas.

« Respuesta variada. Por ejemplo, relacionar para una misma funcion sus distintas representaciones,
ya que algunas son mas directas y sencillas, mientras que otras requieren mayor desarrollo.

+ Respuesta variada. Por ejemplo, sirvié para entender de mejor forma las relaciones entre las funciones y
sus funciones inversas, y ademas, para comprobar visualmente esas relaciones.

» Respuesta variada. Por ejemplo, si, ayudan, ya que se evita el aumento de la contaminacion, considerando
que hoy en dia la mayoria de nuestras actividades requieren el uso de algun tipo de energia.

Sintesis de Unidad 2 - Algebray funciones
Leccion 1« Funcion cuadratica

Aprendiste
+ Respuesta variada. Por ejemplo, si, y cuando me costd obtener el resultado de inmediato, volvi a revisar
con calma los pasos de mi desarrollo para identificar el error y asi poder solucionarlo correctamente.

Lograste
+ Respuesta variada. Por ejemplo, a ambas las valoro mucho, porque son habilidades que sirven para enfrentar
de mejor forma las situaciones de la vida, en cualquier etapa de ella.

+ Respuesta variada. Por ejemplo, me gustarfa que existiera una ley obligatoria para el reciclaje, que hubiera
mas incentivos para usar el transporte publico o la bicicleta; ademés, participaria de estas acciones siendo
voluntario para motivar a las personas.

Leccion 2 ¢ Funcion inversa
Aprendiste

+ Respuesta variada. Por ejemplo, si, se vio reflejado en el entorno de respeto y confianza en el cual trabajamos
como grupo, se reflejé en una forma mas creativa de trabajar.

Lograste
« Respuesta variada. Por ejemplo, si, las expuse, porque se generd una instancia de respeto y confianza,
lo cual ayudo al trabajo en equipo.

« Respuesta variada. Por ejemplo, la aplicacion de algunas formulas de la funcién cuadratica, por
la identificacion de sus parametros. Superé estas dificultades revisando con calma mi desarrollo
y solicitando ayuda a mis compaferos.




Unidad 3 - Geometria

Pagina 91

1. Respuesta variada. Por ejemplo, sf, conozco dos. Es muy importante, ya que motiva a la ciudadania
a practicar deportes y actividades al aire libre.

2. Como la cancha corresponde a un rectangulo, la medida de la diagonal se puede aplicando el teorema
de Pitdgoras. Llamando d a la medida de la diagonal, el desarrollo queda asf:

105% + 68° = d?
11025 +4624=d"

15649 = d°
V15649 =d

Habilidades del siglo XXI
» Respuesta variada. Por ejemplo, porque es un lenguaje compuesto por letras, nimeros y simbolos
que significan lo mismo en cualquier lugar del mundo, independiente del idioma.

« Respuesta variada. Por ejemplo, si reflexiono, porque es importante entender lo que se esta realizando y,
a partir de ello, se aprende a pensar en como resolver un problema.

Conocimientos previos
+ Respuesta variada. Por ejemplo, la semejanza.

Leccion 1« Razones trigonométricas

Razones trigonométricas en nuestro entorno
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« Tuvieron 60 s. Respuesta variada. Por ejemplo, no, porque en tan poco tiempo es dificil mostrar la habilidad
del competidor.

» Respuesta variada. Por ejemplo, porque se lleva a cabo en un escenario que simula una calle.

+ Respuesta variada. Por ejemplo, si, porque hay que entrenar y alimentarse adecuadamente para realizar
las rutinas correctamente.

» No, porque, como corresponden al mismo lado, miden lo mismo.
« Si, porque el lado BA corresponde a la hipotenusa del tridangulo y el lado AC es un cateto. Y en todo

triangulo rectdngulo, la medida de la hipotenusa es mayor que la medida de un cateto.
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+ Larazodn trigonométrica es adimensional, ya que no tiene una unidad de medida.
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+ Respuesta variada. Por ejemplo, puedo utilizar la razon seno de la siguiente manera:
- medida del cateto opuesto _ x
sen 30° = : - = -
medida de la hipotenusa 100
1_x
2 100
x =50

Por lo tanto, el segmento CA mide 50 m.
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« Aplicando el teorema de Pitédgoras, la verificacion queda ast:

V502 + 86,62 = /2500 + 7499,56 = 1/9999,56 = 100
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« Porque su valor decimal es el mismo. Se utilizé la racionalizacion de la fraccion para eliminar la raiz
en el denominador.
. . . 7
« Sies correcto, ya que, de acuerdo con la imagen del ejemplo, se cumple que sen ot = cos = —.

V65
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» Respuesta variada. Por ejemplo, ;qué es una agrimensora?, jcual es el criterio de semejanza de triangulos
utilizado?, etc.
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« Utilizando una calculadora manual, se comprueba que las dos aproximaciones son correctas.
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« Sereemplaza o= 10°y se calcula d.
25
 tan10°

Por lo tanto, si es posible hacer chocar la pelota dentro de la cancha.

Valores de las razones trigonométricas
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+ Respuesta variada. Por ejemplo, no habfa escuchado antes esta palabra, no sabfa lo que significaba.

=142

+ Respuesta variada. Por ejemplo, si, porque al practicar un deporte se genera un cambio fisico y disminuyen
los niveles de estrés.

« No corresponde a un tridngulo equilatero. Es, aproximadamente, un triangulo isdsceles, ya que dos de
sus lados tienen aproximadamente la misma medida.

+ Lamedida del seno de o podria calcularse expresandolo como sen o= ba y, con una calculadora,
estimaria un dngulo que cumpliera que su seno mida aproximadamente ba.
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+ Respuesta variada. Por ejemplo, aplicaria el teorema de Pitdgoras en el tridngulo JKI, de manera que
d =1/54852 + (5485\/3)2.
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+ Se puede calcular la medida usando la razén sen 30° en el triangulo DEC.
sen 30° = 3
DE
DE-_ 3> -3 _g
sen30° 1
2

Por lo tanto, la medida del lado DE es 6 m.




Pagina 104
o Elvalores 259807621 = 2,6.

« Utilizando la razén trigonométrica seno:

Sen6oo:£:ﬂ@ — 115\/§ _ ],5\/§ _

y y sen 60° V3

Utilizando el teorema de Pitagoras:
Y’ =152+ (15/3°=225+675=9 < y=+9=3
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o Elvalores 9,89949493... = 9,9.

Pagina 106
« Aplicando las definiciones de las razones trigonométricas con las medidas que se observa en la Captura 3.

sen 30° = 01—5 =05
05 30° ~ O']ﬁ ~ 087
tan 30°= L57 ~0575

’

« Elde sen 30°si. Los de cos 30° y tan 30° son aproximados.
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 Para determinar la medida de ambos dngulos utilizaria la razén seno, porque en los triangulos
rectangulos DCA y CDB son conocidas las medidas de los catetos opuestos a los angulos que
se desea calculary las de las hipotenusas correspondientes.

+ Los valores obtenidos con la calculadora son sen 30° = 0,5; tan 60° = 1,732y cos 45° = 0,707 y
coinciden con los obtenidos en los ejemplos anteriores.

Para finalizar La Leccién 1

» Respuesta variada. Por ejemplo, si, las expuse, porque me sirve para complementar mis opiniones
y conocimientos con los de mis compaferos y compaferas, y asi generar un ambiente de
aprendizaje adecuado.

« Respuesta variada. Por ejemplo, tuve algunas dificultades para aproximar los valores decimales que obtuve.
+ Respuesta variada. Por ejemplo, si, me sirvieron para comprender los problemas y asi poder resolverlos.

+ Respuesta variada. Por ejemplo, aplicaria lo aprendido en Fisica, ya que las magnitudes vectoriales requieren
el trabajo con razones trigonométricas.

« Respuesta variada. Por ejemplo, si, porque me parecieron interesantes y desafiantes.

» Respuesta variada. Por ejemplo, me ayuda a ser disciplinado y a tener un estilo de vida saludable.

Leccion 2 - Aplicaciones de las razones trigonométricas

Angulos de elevacién y depresion
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» Respuesta variada. Por ejemplo, por los enormes macizos naturales que le dan su nombre, ademas
de ser un lugar natural con mucha belleza en sus paisajes.




» Respuesta variada. Por ejemplo, es muy necesario, ya que nos ayuda a regular el clima, mantener
la biodiversidad de las especies y generar recursos naturales que se utilizan para la industria de
la alimentacién o vestimenta, entre otros.

+ Respuesta variada. Por ejemplo, el pronostico del tiempo, la dificultad del trayecto, las condiciones
del camino, la duracién del trayecto, etc.
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 Es correcto, porque con esa aproximacion, la distancia seria

102@ . 100-31,732 m= 1733'2 m=57,73m>55m
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» Respuesta variada. Por ejemplo, es un comentario bastante acertado que se puede utilizar en el planteamiento
de un problema, ayudando visualmente a relacionar la informacién disponible con lo que se desea solucionar.

» Observando el tridngulo PRT, se puede definir lo siguiente:
medida del cateto opuestoao. — 10m
medida de la hipotenusa — 20m

Usando la definicién de la razén seno, se tiene que sen o = % y como sen 30° = ]5 entonces, o, = 30°.

Pagina 111
o Obtendria el valord = 12,63 m. Como este valor es relativamente cercano a 12,69 m (su diferencia es
de 0,06 m), entonces, se podria afirmar que es una buena aproximacion.

Descomposicion vectorial
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» Respuesta variada. Por ejemplo, porque estos ambitos permiten lograr un objetivo en cualquier disciplina,
ya sea individual o grupal.

» Respuesta variada. Por ejemplo, conocia que es un deporte que se realiza en equipos, donde se enfrentan
dos de ellos, en los cuales sus integrantes tienen posiciones especificas en la cancha.

» Respuesta variada. Por ejemplo, es importante el compaferismo, ya que ayuda a generar relaciones
de confianza, donde se establece una comunicacién claray se genera la idea de apoyo incondicional
entre los jugadores.

» Representan las posiciones de los jugadores.

- Podria relacionarse con un vector.
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» No es correcto, porque al realizar el calculo se cumple lo siguiente:

OE-0C=(4,3)-(4,-4)=(4-4,3-(-4)=(0,7)=@3,0)
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« Como los ejes del plano cartesiano son perpendiculares entre si, el angulo que forma el vector con el eje Y
mide 90° — 45° = 45°,

Resolucion de problemas
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» Respuesta variada. Por ejemplo, no, pero me gustaria hacerlo. Creo que si, porque este deporte requiere
gran concentracion y éptimos reflejos.




+ Respuesta variada. Por ejemplo, revisar que la mesa no tenga puntas o partes rotas y que no haya objetos
cerca de ella, para evitar que los jugadores se golpeen o resbalen.

» Respuesta variada. Por ejemplo, un triangulo, angulos, un vector, etc.

» Respuesta variada. Por ejemplo, en los angulos que se generan al golpear la pelota con la paleta y
en las direcciones en que cae la pelota.
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« Utilizando la razén trigonométrica tangente:

tan 60":2—”l3 & d=23-tan60°=23-+/3~3,9837...

Utilizando el teorema de Pitédgoras:
d*=4,6"-23"=21,16-529=1587 < d=+/1587~=3,9837...
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- Directamente, no se podria haber resuelto, ya que se hubiera encontrado el valor de la hipotenusa AE,
pero no el de la altura ED. Para encontrar este valor, ademés se tendria que haber aplicado el teorema
de Pitdgoras.

« Si,es un deporte arriesgado, ya que se pueden generar caidas y choques. Algunas medidas consistirian
en usar casco antigolpes, rodilleras, coderas, etc.
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- Depende de la aproximacion. Si se redondea +/3 a la cifra de las decimas se obtiene 1,7 y la altura del cerro
seria 35,8 m (menor que 40 m). Pero si se redondea a la cifra de las unidades, se obtiene 2 y la altura del
cerro seria 41,8 m (mayor que 40 m).
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Para finalizar la Leccion 2
+ Respuesta variada. Por ejemplo, en contextos geométricos y de la Fisica.

« Respuesta variada. Por ejemplo, utilicé la representacion grafica y el método de los cuatros pasos para
la resolucion de problemas, etc.

» Respuesta variada. Por ejemplo, si, ya que de esa manera se obtienen mejores resultados.
+ Respuesta variada. Por ejemplo, si, porque me facilitan los célculos.
+ Respuesta variada. Por ejemplo, me costo identificar los catetos opuestos y adyacentes de los dngulos.

» Respuesta variada. Por ejemplo, me gustarfa practicar tenis de mesa y véleibol, porque requieren de
concentracion y disciplina.
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Sintesis de Unidad 3 - Geometria

Leccion 1« Razones trigonométricas

Aprendiste

» Respuesta variada. Por ejemplo, si lo demostré, porque muchos de los contextos trabajados estaban
relacionados con la vida cotidiana, especialmente con los deportes. Senti confianza, ya que apliqué
distintas estrategias para resolver los problemas.

Lograste
+ Respuesta variada. Por ejemplo, ayuda a obtener valores cuyo calculo manual es lento y dificil.




Leccion 2 - Aplicaciones de las razones trigonométricas

Aprendiste

+ Respuesta variada. Por ejemplo, si trabajé de forma responsable, ya que ayudé a mis compafneros y
compaferas cuando lo requirieron, aportando con mis ideas y conocimientos. Ademas, fui respetuoso
y proactivo, aportando a generar un ambiente de confianza y respeto. Me baso en las opiniones de
los integrantes de mis grupos de trabajo.

Lograste

» Respuesta variada. Por ejemplo, el reconocimiento de la igualdad de derechos de todas las personas
permite equiparar el acceso a la informacién y establecer relaciones de confianza, permitiendo que
la sociedad se desarrolle en forma sana y equilibrada.

Unidad 4 - Probabilidad y estadistica
Pagina 125
1. La probabilidad es %

2. Respuesta variada. Por ejemplo, si, es importante, ya que permitiria que las personas ciegas fueran
mas autdbnomas y se pudieran desarrollar de mejor forma en la sociedad.

Habilidades del siglo XXI
» Respuesta variada. Por ejemplo, las ganas de aprender y la persistencia.

» Respuesta variada. Por ejemplo, «Bienvenidos, aqui todos aprendemos», porque hoy en dia existen recursos
de lenguaje que permiten aprender a todos, independiente de la falta de vision.

Conocimientos previos
» Respuesta variada. Por ejemplo, la regla multiplicativa de la probabilidad.

Leccion 1+ Técnicas de conteo

Permutaciones y variaciones
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 La contrasefa de Soffa tiene 5 caracteres y la de Martin, 7 caracteres.

+ Se pueden crear mas contrasenas en la plataforma BLUE (usada por Martin), ya que tiene mas caracteres,
donde cada uno se puede completar con 10 digitos (con repeticién) o con menos digitos (sin repeticion).

» Respuesta variada. Por ejemplo, utilizar contrasefas que contengan letras (mayusculas y minusculas),
signos y numeros; no abrir los enlaces que provengan de correos de sitios extrafos.

Pagina 127

» No cambiarfa, porque, a pesar de que se cambia el orden de los eventos, cada uno de ellos mantiene
el mismo numero de maneras distintas de conformarse, por lo tanto, solo ocurrirfa un cambio en el orden
de los factores de la multiplicacion.
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+ Se pueden escribir menos de 64 caracteres distintos, ya que uno de los eventos quedo fijo, por lo tanto,
hay menos combinaciones que realizar.
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+ Se pueden comprobar de dos formas: efectuando el calculo de la definicién de un nimero factorial o
usando los botones para el calculo del factorial. En ambos casos se obtiene: 3/ =6y 4! = 24.

179




Pagina 131
« Laformula seria la siguiente:
_nl_

=i
0!

n!
» Se puede comprobar de dos formas: realizando el calculo con la formula o utilizando los botones para
las variaciones en la calculadora, obteniendo Vi = 5040.

« Elresultado serfa VR = 4" = 1048576.
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« Laférmula serfa la siguiente:
n!

" =l
TRIRTE

11,1 =
P, =

+ Respuesta variada. Por ejemplo, la creacion de contrasefas, la seleccién de colores de una paleta.

Combinaciones
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+ Respuesta variada. Por ejemplo, no lo creo, ya que hay simbolos muy similares entre si, diferenciandose
por pequenios detalles.

+ Respuesta variada. Por ejemplo, podrian representar la vida marina y los arboles, respectivamente.

» Respuesta variada. Por ejemplo, se podrian descubrir las tradiciones de los primeros habitantes que llegaron
a laisla. Este conocimiento es valioso, ya que se podrian comprender algunos misterios que esconde la isla,
junto con el reconocimiento del valor de su cultura y la importancia de conservarla.
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« Utilizando los botones de la calculadora, se obtiene lo siguiente:
C# =20358520
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» Respuesta variada. Por ejemplo, utilizando el principio multiplicativo, porque es un célculo mas directo y
su logica es mas simple de entender.
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« La afirmacion es correcta. Al desarrollar cada combinatoria se tiene lo siguiente:
n!
Cpf=—"—
(n-k)!-k!
n! n! n!

Por lo tanto, Ci = Cfl, .

Pagina 138
o Cason=k
i ! !
CZ f— n. = n' = i = ]
(mn-n)!en! 0l-n! n!

Es decir, hay solo un grupo posible cuando se desea formar un grupo con la cantidad total de elementos,
ya que no importa su orden.




Casok=1.
!
(n-"1I11 1
Es decir, cuando se desea formar grupos de 1 elemento, se pueden generar tantos grupos como sea
el numero total de elementos.

» Porque se desea elegir una sola opcion dentro del total de 5 elementos, por lo tanto, no es posible
que exista una repeticion. Realizando el desarrollo de la formula queda asf:

ci=— 2 >
(5-D-11 4

CREZBFI=DI_ 5o
G5-nr-1r 4
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» Respuesta variada. Por ejemplo, si, estamos de acuerdo, ya que, al aumentar el nimero de la poblacion,
la probabilidad de ser elegido disminuye, pues hay mas opciones de eleccion.

Para finalizar la Leccién 1

« Las permutaciones y variaciones determinan las disposiciones de los elementos, en que el orden de ellos
importa; mientras que en las combinaciones, el orden de los elementos no importa. En las permutaciones
se calcula la disposicion de todos los elementos de un conjunto y en las variaciones, la disposicion de
una parte del total de elementos de un conjunto.

« Respuesta variada. Por ejemplo, realicé diagramas, simplificaciones de célculo y validaciones con
calculadora, acciones que facilitaron el trabajo.

+ Respuesta variada. Por ejemplo, si ayudd, ya que son situaciones cotidianas, por lo que es mas facil
relacionar los nuevos contenidos con el conocimiento ya adquirido.

+ Respuesta variada. Por ejemplo, trabajando para que las personas tengan acceso a las mismas oportunidades.
» Respuesta variada. Por ejemplo, si, ya que hay mucha informacion falsa que genera confusion.

» Respuesta variada. Por ejemplo, esto permite que la sociedad pueda desarrollarse en diversos ambitos,
como el cultural, el econémico, el sanitario, entre otros; generando una sociedad mas integral y diversa,
lo cual es atractivo para las personas.

Leccion 2 - Calculo de probabilidades
Probabilidades y azar
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» Hay 52 cartas en total.

- (Cada pinta tiene 13 cartas.

» Los eventos son equiprobables porque cada carta es Unica, por ende, tienen la misma probabilidad
de ser extraidas.

» Respuesta variada. Por ejemplo, si he jugado domino, y algunos aspectos positivos son la generacion
de pensamiento critico y la oportunidad de conocer nuevas personas.

Pagina 142

- Utilizando la calculadora se obtiene el siguiente resultado:

C3*=2598960
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» Suponiendo que los cartones son construidos con numeros seleccionados al azar, son independientes
entre sy, ademas, son Unicos, la probabilidad seria la siguiente:

1

5 =0,002064

« Cualquier combinacion de nimeros, ya que cada numero es Unico y no se repite, por lo tanto, cualquier
combinacion de 4 nimeros tiene la misma probabilidad de ganar el sorteo, es decir, son equiprobables.
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« Si, porque esta relacion hace que los espacios muestrales sean los mismos; por ende, la probabilidad tiene
el mismo denominador (y el numerador es el mismo). Esto ocurre porque la suma de elementos de ambos
casos corresponde a la cantidad total de elementos.

Pagina 146

« Utilizando la calculadora, se obtiene el siguiente resultado:
CR; =28
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+ No es relevante el orden para el calculo realizado, ya que solo importa extraer los 7 «<chanchosy,
independiente del orden con que van saliendo.

» Respuesta variada. Por ejemplo, las técnicas de conteo son Utiles para determinar las probabilidades,
ya que se puede saber en qué juego o con qué combinacion es mas probable ganar.

Probabilidades en la sociedad

Pagina 148

« Se puede resolver mentalmente C|® calculando el numerador 100!, luego el denominador 99!y haciendo
la simplificacién de ambos, obteniendo como resultado 100.

« Se cumple laigualdad C}¥ = C12, porque se cumple la relacion 75 + 25 = 100.

+ Respuesta variada. Por ejemplo, se deberia seleccionar un total de 100 personas en que 65 fueran mujeres
y 35 hombres; de esta forma se mantendria la relacion.

+ Elalumnado deberia tener una amplia diferencia entre la cantidad de hombres y mujeres.
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« Si, es importante conservar esta razon para que la muestra sea representativa de la poblacién y se logre
el objetivo del estudio.
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+ No se considerd la cantidad de hombres, ya que es un evento independiente que no influye en la eleccion
de Claudia; por lo tanto, el resultado es el mismo.

+ Claudia es una de las 54 trabajadoras de la empresa, por lo tanto, la probabilidad de ser elegida una vez

1 ) , ) S
es e Como se seleccionara al azar a 6 mujeres, entonces, la combinacion de casos en que puede ser
6! 6!

elegida Claudia es C$= m = ? = 6. Por consiguiente, la probabilidad de que Claudia sea
seleccionada en la muestra es 6 NI ]—.
54 54 9




 El cdlculo realizado consiste en calcular todas las muestras posibles en que este Claudia, por lo tanto,
se debe fijar la participaciéon de ella y esto hace que se consideren las combinaciones de las otras
5 mujeres elegidas.
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» Se obtendria el mismo valor calculado, porque la suma de todas las opciones (2 + 3 + 5 + 10) da el mismo
resultado, independiente del orden en el cual se hagan las elecciones.
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« Se cumplen las condiciones, ya que todas las combinaciones de genes tienen la misma probabilidad de ser
extraidas, es decir, son equiprobables y, ademas, la cantidad total de combinaciones de los genes es finita.
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Para finalizar la Leccion 2

+ Serelacionan directamente, ya que para determinar la cardinalidad de los espacios muestrales
y de los eventos, se deben utilizar permutaciones y combinaciones.

» Se debe corroborar que se cumplan las siguientes condiciones: se pueden contar todos los resultados
posibles del experimento aleatorio y, ademas, cada resultado es equiprobable.

» Respuesta variada. Por ejemplo, contribuye a la generacion de espacios de discusion, incrementa
la capacidad de comprension.

+ Respuesta variada. Por ejemplo, si ayudaron, porque permitieron representar de forma grafica y visual
las situaciones.

» Respuesta variada. Por ejemplo, si, porque se dio un espacio de respeto en el grupo de trabajo.

+ Respuesta variada. Por ejemplo, si, porque ayuda a entender qué tan probable puede ser una situacion y se
pueden aplicar en los juegos de azar, en la seleccién de una muestra o en una combinacion que se desee crear.

Sintesis de Unidad 4 * Probabilidad y estadistica
Leccion 1+ Técnicas de conteo

Aprendiste

+ Respuesta variada. Por ejemplo, revisando que la fuente de informacion sea veridica y comparandola con
fuentes oficiales y que dispongan de reputacion, ademas de corroborar que dicha informacion no afecte
la privacidad de las personas.

Lograste
» Respuesta variada. Por ejemplo, en el dmbito laboral, en la seleccion de cuidadores en una familia.

» Respuesta variada. Por ejemplo, generar el interés y el compromiso para trabajar en la resoluciéon de
las diferencias.

Leccion 2 - Calculo de probabilidades

Aprendiste
» Respuesta variada. Por ejemplo, la empatia, la voluntad y la conciliacion.

Lograste
» Respuesta variada. Por ejemplo, generando una presentacion que sea sencillay breve, que logre captar
la atencidn de las personas.

+ Respuesta variada. Por ejemplo, un comportamiento responsable es aportar con una idea que ayude
a solucionar un problema, mientras que un comportamiento no responsable serfa no escuchar las ideas
de los companferos y compaferas.
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